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PRÉFACE. 


Ce Livre sur l’Électrodynamique forme le cinquième Volume 
de mon Traité de Physique mathématique. J'espère qu’on re- 
connaîtra par lalecture de ce Traité que la Physique mathéma- 
tique, qui ne date guère que du commencement du sièele, est 
déjà une science très avancée, qui ne s'appuie que sur un très 
petit nombre d’hypothèses, devenues pour la plupart mcontes- 
tables, et que toutes les équations différentielles qui régissent 
les phénomènes en sont des conséquences analytiques ri- 
soureuses. 

Ce Livre renferme un principe nouveau, que j'ai toutefois 
déjà énoncé (Comptes rendus de l’Académie des Scrences, oc- 
tobre 1887). On verra, dans le Chapitre IV, que J'ai été conduit 
à admettre que, lorsqu'un conducteur est traversé par des cou- 
rants électriques permanents, sa surface est recouverte d’une 
double couche d'électricité et non d’une simple couche. Cette 
double couche se compose de deux couches d'électricité pa- 
rallèles, extrêmement voisines, et deux éléments de ces couches 


qui se projettent sur un même élément de la surface du con- 
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ducteur contiennent des masses d'électricité égales et de signe 
contraire. 


L'Ouvrage est divisé de la manière suivante : 


Dans le premier Chapitre, j’établis quelques principes gé- 
néraux sur le mouvement de l'électricité à l’intérieur d’un 


corps conducteur. 


Dans le deuxième, j’expose les lois générales des courants 
linéaires permanents. Je commence par y donner les résultats 
des recherches de Ohm et les conséquences qui en ont été dé- 
duites par Kirchhoff. Le travail de Ohm a été publié en 1827 
dans un Livre intitulé : Die galvanische Kette mathematisch 
bearbeitet; 11 est par conséquent postérieur aux recherches 
d'Ampère sur l’Électrodynamique, qui parurent de 1820 à 
1825. Les recherches de chacun de ces physiciens sont complè- 
tement indépendantes de celles de l’autre, et il est naturel de 
parler d’abord de celles de Ohm, qui reposent sur des considé- 
rations plus simples. Cependant le Chapitre IT est surtout con- 
sacré à l’exposition des résultats obtenus par Ampère. Après 
lui, plusieurs savants se sont occupés du même sujet, et, en 
particulier, Franz Neumann y a introduit la considération du 
potentiel mutuel de deux courants. Néanmoins ces recherches 
n’ont donné aucun fait physique nouveau pour les courants 
linéaires permanents; mais elles ont servi à présenter d’une 
manière purement mathématique les découvertes d'Ampère 


et à préparer à l'étude des courants variables. 


PRÉFACE. VII 


Le Chapitre III est consacré à l'induction produite dans les 
courants linéaires. 11 renferme les résultats obtenus sur ce sujet 


par W. Weber, Helmholtz, F. Neumann et Maxwell. 


Dans le Chapitre IV, j’expose la théorie de la double couche 
qui se trouve à la surface d’un conducteur traversé par des 
courants permanents. Déjà l’on sait que, lorsque deux métaux 
différents sont en contact, ils sont séparés par une double 
couche d'électricité, et M. Helmholtz a reconnu en outre la pré- 
sence d’une double couche à la surface de séparation d’un 
électrolyte et de l’une au moins des électrodes et de même à 
la surface de séparation de deux liquides mis en communication 
avec les deux pôles d’une pile. Ces faits ont été étudiés par 
MM. Helmholtz, Lippmann et Arthur Koœnig. La substitution 
d’une double couche à une simple couche à la surface d’un 
conducteur quelconque traversé par des courants permanents 
ne modifie pas les principaux faits observables par l’expé- 
rience. En effet, dans les deux hypothèses, non seulement les 
courants qui traversent le conducteur, mais aussi les actions 
électromagnétiques à l'extérieur restent les mêmes. Cependant 
la première hypothèse est plus commode pour l'application 
du caleul; car, pour que le problème soit complètement étu- 
dié, il faut encore calculer la couche d'électricité qui recouvre 
le conducteur. Or, de la connaissance du potentiel des cou- 
rants on déduit immédiatement la puissance de la double 
couche, tandis que, dans l'hypothèse d’une simple couche, il fau- 
drait pour déterminer sa densité calculer d’abord son potentiel 


extérieur, ce qui peut présenter de très grandes difficultés. 
b 
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Je termine ce Chapitre en m'occupant d’une manière par- 
ticulière des courants qui traversent une sphère et de leur ac- 


tion magnétique. 


Dans le Chapitre V, J'examine différents exemples de cou- 
rants permanents. Plusieurs de ces exemples relatifs aux pla- 
ques planes ou courbes ont été pris dans les Mémoires de 
Kirchhoff. Je mentionne encore ici la détermination que j'ai 
faite de la force magnétique exercée à l'extérieur par une plaque 
circulaire traversée par des courants permanents, et les calculs 
que J'ai employés pour obtenir les courants dans une plaque 


rectangulaire ou dans un parallélépipède rectangle. 


Dans le Chapitre VI, je traite plusieurs problèmes relatifs 
aux courants d’induction produits dans des plaques ou dans 
des conducteurs de révolution : en particulier se trouve résolu 
le problème du disque tournant d’Arago. Je ferai remarquer 


surtout pour ce Chapitre les intégrations que 1Y ai faites. 


Le Chapitre VII se rapporte aux unités électriques. Ce sujet 
est indispensable, dès que l’on veut passer des théories géné- 
rales aux applications; nous étions donc obligé de l’exposer 


pour traiter des fils télégraphiques. 


Dans le Chapitre VIII, j'établis, suivant une méthode donnée 
par M. Helmholtz, les équations différentielles qui régissent le 
mouvement variable de l'électricité dans des conducteurs 


quelconques laissés en repos. Je regarde toutefois les con- 
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ducteurs comme recouverts à la fois d’une simple couche 
d'électricité et d’une double couche, telle que je l’ai définie ci- 
dessus. Je termine en indiquant la marche à suivre pour recher- 


cher les intégrales de ces équations. 


Enfin, dans le Chapitre IX, je m'occupe du mouvement de 
l'électricité dans les fils télégraphiques. J’ai consacré beaucoup 
de temps à cette recherche. M. W. Thomson a obtenu par des 
raisonnements empiriques une formule relative à l’intensité 
du courant dans les fils télégraphiques sous-marins. Par une 
analyse rigoureuse, j'étudie toutes les circonstances du mouve- 
ment et Je calcule toutes les quantités qui en dépendent ; de la 
sorte j'obtiens, en particulier pour le courant longitudinal, une 
formule plus compliquée que celle de M. Thomson, mais qui 
donne des résultats peu différents, surtout quand le courant a 
duré assez longtemps pour qu’on puisse réduire dans les deux 
formules les séries de termes variables avec le temps au premier 
terme. On sait que déjà l'expérience avait montré l’utilité de 
l'emploi de la formule de M. Thomson dans la Télégraphie 


sous-marine. 


La propagation de l'électricité dans les fils sous-marins est 
extrémement rapide; mais elle l’est encore bien davantage 
dans les fils aériens; il en résulte que les expériences sur ces 
derniers fils sont encore plus difficiles que sur les premiers. 
Néanmoins, de l’ensemble des recherches faites par les phy- 
siciens, il semble résulter que la durée de l'établissement du 


courant dans un fil aérien, estimée avec un appareil donné, 
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aux carrés de cette longueur. Après avoir retourné la questio: 
dans tous les sens, je n’ai pu arriver à ce résultat qu’en tenant 
compte de la perte de l'électricité par les poteaux qui  . 
tiennent le fil. Je précise alors la manière dont la durée de. 


l'établissement du courant varie avec la longueur du fil. 


EE. Marareu. 
Nancy, le 3 juillet 1888. 


THÉORIE 


DE 


L'ÉLECTRODYNAMIQUE. 


CHAPITRE [. 


PRINCIPES GÉNÉRAUX SUR LE MOUVEMENT DE L’'ÉLECTRICITÉ 
DANS L'INTÉRIEUR D'UN CORPS CONDUCTEUR. 


Après la découverte de la pile voltaique qui sépare et met en mou- 
vement les deux électricités, les premières recherches sur l'Électrody- 
namique se rapportèrent à des courants linéaires, c'est-à-dire à des 
mouvements de l'électricité dirigés seulement suivant des fils métal- 
liques, et ce sont de beaucoup les plus faciles à étudier. Il existe 
cependant quelques principes généraux très simples qui se rapportent 
à des courants électriques, traversant des conducteurs de forme quel- 
conque, et c’est par l’exposition de ces principes qu'il convient de 
commencer. 


Définitions préliminaires. 


1. Supposons que de l'électricité se meuve dans l'intérieur d’un 
conducteur sous des influences quelconques et considérons le mouve- 
ment relatif de cette électricité par rapport à ce corps. 

Concevons d’abord que ce mouvement ait en chaque point du corps 
une grandeur et une direction qui ne varient pas avec le temps. Par 

I 
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un point quelconque À, menons un élément w de surface perpendicu- 
laire à la direction du mouvement. Menons une normale N à cet élément 
dans une direction que nous regarderons comme positive. Une certaine 
quantité d'électricité traversera w dans l’unité de temps et dans le sens 
de la normale N; désignons par » cette quantité d'électricité prise 
avec son signe et par »' la quantité d'électricité qui traverse © dans 
le même temps en sens contraire. Nous pouvons regarder 72 — m' 
comme la masse algébrique d'électricité qui traverse w dans la direction 
de la normale positive. Représentons par zw cette masse d'électricité ; 
on dit que w est traversé par un courant dont l'intensité est z et dont 
la direction est celle de la normale N. 

Si le mouvement de l'électricité varie en chaque point du corps avec 
le temps, mais d’une manière continue, on peut supposer qu'il reste 
invariable en grandeur et en direction pendant l'instant d?, et, si l'élé- 
ment w de surface est encore mené par le point À normalement au 
mouvement en ce point, la quantité d'électricité qui traversera w pen- 
dant dt pourra être représentée par 


du. = to dt, 


et z sera encore l'intensité du courant au point A. 


2. Cherchons ensuite la quantité d’électricité qui traverse un élément 
quelconque v de surface pris dans le corps. Par le contour de cet élé- 
ment, menons un cylindre parallèle à la direction du mouvement et dé- 
signons par la section droite de ce cylindre; la quantité d'électricité 
qui traverse v pendant l'instant d£ est encore représentée par 


NO Le 
désignons par N la normale à v, nous aurons 


« —vcos(t, N) 
et, par suite, 
dp. = iv cos(t, N) de. 


Menons une droite de même direction que & et dont la grandeur est 
. 2 , à . , Q C 4 . Q Q 
représentée par z, et désignons par &, n, € ses projections sur trois axes 
rectangulaires liés au corps; soient, de plus, À, w, y les angles de la 
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©S 


normale N avec ces trois axes; nous aurons 


icos(i, N) — E cos À + n cosu + € cosy 
el 


(a) du. = (£ cos? + n cosu + € cos v)v de. 


Menons par le point A trois éléments plans v,, v,, v,, parallèles aux 
plans de coordonnées; les quantités d'électricité qui les traverseront, 


du, du, di, se déduiront immédiatement de la formule (x), et nous 
aurons 

Gi NEVi dt, 

Gas = male 


dus {u; dt, 


VE 2e Re 


Ces formules montrent que les composantes &, y, € de au point A, 
multipliées par un élément de surface v, sont les quantités d'électricité 
qui traversent l'élément de surface v, mené par À parallèlement à 
chacun des plans de coordonnées, ces quantités d'électricité étant esti- 
mées par unité de temps. 


3. Dans l'équation 
to dt = dy, 


du. est la différence d’une quantité dy’ d'électricité qui se meut dans la 
direction positive et d’une quantité dx” qui se meut en sens contraire ; 
nous avons done 


(B) io dt = du! — dy”. 


Regardons comme égales les vitesses de sens contraire de dy’ et du”, 
et désignons par ds’ et ds” les éléments décrits par dy’ et du” pendant 
le temps d’; nous aurons 

CSS TUE 


ti 
A ii | ts 
et, en multipliant l’équation (6) par nn nous obtenons 


ds! (SL RENE 
— du + — dp. 


Pac 
CNE dt 


= 
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Nous pouvons diviser dy’ et dy” en éléments d’un ordre plus petit, 
que nous désignerons chacun par dm; désignons par y leur vitesse qui 
sera positive ou négative, suivant qu’elle sera dirigée dans le sens de 
la normale à w, positive ou négative; nous aurons 


(7) to ds — 2v dm, 


le signe sommatoire X s'étendant à toutes les molécules électriques dm 
qui traversent © dans le temps de. 

& ds’ représente un élément de volume do; du est la masse d’élec- 
tricité qui a parcouru ds’ à partir de la base w dans le temps d£ et dans 
le sens positif; c’est donc la masse d'électricité qui, se mouvant dans 
cette direction, est renfermée dans d&; de même, dy” est la masse 
d'électricitése mouvant dans la direction contraire et renfermée dans d&. 
Done, dans l'égalité (y), dm représente une molécule électrique quel- 
conque renfermée dans d&. Écrivons ainsi cette équation 


dm — 2 dm, 


et il est évident que nous pouvons maintenant supposer à l'élément do 
une forme quelconque. 
Multiplions cette équation successivement par les cosinus directeurs 


de z; nous pouvons représenter par ee composantes de », 

GE en Gin el 
lesquelles prennent des valeurs égales au signe pres pour les diffé- 
rentes molécules dm, et nous aurons les équations 


_vV 4 $ NX dr _NK 4: 
Edo" dm, nds = de dm, tds = T7 dm. 


lorce electromotrice. 


4. Nous appellerons /orce électromotirice toute force qui donne naïis- 
sance à des courants. Supposons qu'une telle force agisse d’une ma- 
nière continue à l’intérieur d'un conducteur. Désignons par P cette 
force agissant sur l'unité d'électricité positive au point (x, y, 3). Le 
fluide neutre qui se trouve dans un élément de volume d&, contenant 
ce point, est la réunion de quantités d'électricité positive et d’électri- 
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cité négative que Je désigne par e do et — e do. L’électricité € do sera 
sollicitée dans la direction de P par la force P e dw, et l’électricité — e do 
sera sollicitée par une force égale et contraire. Il pourra y avoir, en 
outre, dans le volume d& de l'électricité libre £’ do, positive ou néga- 
tive, qui sera sollicitée par la force Pe’ do dans la direction de P ou en 
sens contraire. 

Le courant, qui en résulte au point (x, y, =), a la direction de P et 
son intensité, dans un corps homogène, est proportionnelle à 


195 = 6" )étor 


Regardons €’ comme très petit par rapport à e; nous pourrons réduire 


cette expression à 
P.2e do. 


Enfin, si l’on suppose que € a la même valeur dans toutes les parties 
du conducteur homogène, le courant, qui à la direction de P, sera aussi 
simplement proportionnel à P. Désignons par &, n, € les composantes 
du courant & suivant trois axes rectangulaires et par X, Y, Z les com- 
posantes de P; nous pourrons poser 


xX, D = re CE y 


lan 
Il 


et x s'appelle la conducubilié du corps pour l'électricité; c’est une 
quantité constante pour tous les points d’un conducteur homogène, 
mais elle varie avec la matière du conducteur. On peut aussi poser 


X he: VER, L—= RC 


et R, l'inverse de la conductibilité, s'appelle la resistance spécifique du 
conducteur. 

De ce qui précède, il résulte que l'intensité du courant dans un élé- 
ment de volume du conducteur ne dépend pas de la quantité d'électricité 
en mouvement dans cet élément, mais de la vitesse de ce mouvement. 

On voit aussi que, dans le numéro précédent, il faut supposer dy 
composé de molécules d’un seul signe et dy.” composé de molécules de 
signe contraire et dx” doit être à très peu près égal à — du’. 
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Variation de l'électricité libre à l’intérieur d’un conducteur. 


5. Un conducteur étant traversé par un courant, formons dans ce 
corps un parallélépipède rectangle dont les trois côtés dx, dy, dz sont 
parallèles aux axes de coordonnées. Par la face correspondant à l’ab- 
scisse +, il entre dans le parallélépipède pendant le temps di une masse 
d'électricité égale à 

é dy dz dt, 


et, par la face opposée qui correspond à l’abscisse x + dx, il sort [a 
quantité d'électricité 


MPETE 

é+ —= dx )dy ds dt. 

Ce dx ) ) 

Il en résulte, dans le parallélépipède, un accroissement d'électricité 

égal à : 
dé 


dx dy dz dt. 


ŒAX 


De la même manière les deux autres couples de faces laissent entrer 
dans le même volume les quantités d'électricité 


ga dx dy dz dt, — LE dx dy ds dt. 
dy À dz 


D'autre part, si p est la densité de l'électricité, l'électricité libre du 
parallélépipède, qui a pour masse p dx dy dz, obtient, dans le temps d£, 
l’accroissement 
de 
(4 


2 dx dy ds dt. 


Egalant ce gain total à la somme des trois gains partiels, on obtient 
la formule 


dp NE dé à dn ce 
CL ORRR dx dy fn +) 


Courants permanents. 


6. Si l’on choisit une pile convenable et qu’on relie un corps con- 
ducteur homogène aux pôles de cette pile, ce corps, après un temps 
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très petit, pourra être considéré comme traversé par des courants per- 
manents pendant un temps plus ou moins long. 

La force électromotrice, dans ce cas, ne dépend que du potentiel de 
l'électricité. Désignons par V ce potentiel, c’est-à-dire la somme des 
masses des molécules de l'électricité divisées par leur distance au 
point (æ, y, =); alors la force électromotrice, que nous avons désignée 
par P (n° #), aura pour composantes en chaque point (x, 7,2) du 
COrps 

> dv " av ù dv 
NA nee" = 7 ; = . 
dx dy z 


Ohm a reconnu le premier, dans son Livre publié en 1827 ( Die gal- 
varische Kette mathematisch bearbeitet) que, dans l’état permanent, les 
composantes de la force électromotrice sont les dérivées par rapport 
à æ, y, = d'une même fonction; mais Kirchhoff paraît avoir remarqué 
le premier que cette fonction est le potentiel de l'électricité, pris en 
signe contraire. 

Les composantes du courant au point (+, y, =) sont donc 

av | av _dV 


Fe nt = % — Ce . 
(es dx N 3 Fe 


Il est facile de reconnaître qu'il n’y a point d'électricité libre à l’inté- 
rieur du conducteur. En effet, si o est la densité de l'électricité dans ce 
Gler re 5e . 
Corps, Comme le mouvement est permanent, on a  —© et I équation 
du n° 5 devient 
dé : dn EEE à 
CASTRES, (UE ENS 


Remplaçons dans cette équation 5, 7, € par leurs valeurs; le conduc- 
teur étant homogène, x est constant et nous obtenons l'équation 


AV —o, 


pour les points intérieurs au conducteur. D'ailleurs le potentiel V sa- 
tüisfait à l'équation bien connue 


ANT 


© 
” 


et l’on en conclut que la densité o est nulle. 


te CHAPITRE J. 


Le conducteur ne renferme done pas d'électricité libre à son inté- 
rieur. Helmholtz et Kirchhoff en ont conclu que le conducteur est re- 
couvert d’une couche d'électricité qui, jointe à de l'électricité exté- 
rieure, produit le potentiel V. C’est l'opinion la plus généralement 
admise: elle n’a pas été cependant acceptée par tous les physiciens 
géomètres. Ainsi, par exemple, Maxwell et Franz Neumann n’ont émis 
aucune opinion à ce sujet. On verra, dans le Chapitre IV, que nous 
serons conduits à substituer à la couche d'électricité libre qui recou- 
vrirait le conducteur une double couche d'électricité, c’est-à-dire 
deux couches d'électricité extrêmement voisines, l’une située à la sur- 
face du conducteur, l’autre dans l’air qui enveloppe le conducteur, et 
telles que deux éléments de ces couches, dont l’un peut être consi- 
déré comme la projection de l’autre, renferment des masses d’élec- 
tricité égales et de signe contraire. C’est cette double couche, jointe à 
l'électricité des corps qui relient le conducteur à la pile, qui produit 
le potentiel V. Le système pourra en outre être recouvert d’une couche 
électrostatique dont le potentiel sera constant à son intérieur. 


7. En chaque point de la surface libre du conducteur, le courant 
doit être dirigé tangentiellement à la surface. Donc, si l’on désigne 
par À, p, y les angles de la normale intérieure à la surface avec les 
axes de coordonnées, on a 


É COS} + NICOS cos V0 


ou 


AN AU AN EE 
Ta COS À + dy COS p + = COSV — 0; 


on a donc cette condition à la surface libre du conducteur 
(1) nel 


dn étant l'élément de la normale. 

Enfin il y aura des parties 7, et 7, de la surface du conducteur où 
entreront et sortiront les courants. Supposons que le potentiel V ait 
une valeur connue en tous les points de 7, et 7,; posons done 


| NH SU 
NE 


CR 
D 
= 
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H, et H, sont des constantes ou sont des fonctions données des coor- 
données des points de =, et =.. 

Ainsi la fonction V sera déterminée analytiquement par l’équation 


(3) ANE==0: 


qui a lieu en tous les points intérieurs du conducteur, par la condi- 
tion (1) qui se rapporte à la surface libre et par les conditions (2) qui 
ont lieu sur les surfaces par lesquelles entrent et sortent les courants. 

On peut vérifier qu’il existe une fonction V et une seule qui satis- 
fut à ces équations. En effet, considérons l'intégrale 


NPANA ES GIVE ANNE 
ef) +) (ae 

étendue à tous les éléments ds du volume du conducteur et suppo- 
sons que la fonction V satisfasse aux conditions (1) et (2) à la surface. 
On peut se proposer de déterminer la fonction V, de manière que Q 
soit minimum. Or, si l’on applique le calcul des variations à la déter- 
mination du minimum de Q, on reconnaitra que la fonction V satis- 
fait à l'équation (3). 

On voit donc aussi que le potentiel V est, parmi toutes les fonctions 


de æ, y, = qui satisfont aux conditions aux limites (1) et (2), celle 
qui rend minimum l'intégrale Q. 


Variation de l'électricité à la surface d’un conducteur. 


8. Lorsqu'un conducteur est traversé par des courants variables 
avec le temps, le conducteur est recouvert à la fois d’une double 
couche d'électricité et d’une simple couche qui varient aussi avec le 
temps. 

Supposons le corps placé dans un milieu isolant comme l’air et dési- 
gnons par € la densité de la couche simple d'électricité. La quan- 
tité e do d'électricité située sur l'élément do de la surface du corps 


> ! : de 
obtiendra dans l'instant dt un accroissement Hi AS dt, ou, autrement 


À ; : de 
dit, un décroissement — mn 49 de. 
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Mais, si le courant est incliné sur do et que N soit la normale à do. 
menée intérieurement, il entre par do dans le corps une quantité 
d'électricité égale à zcos(r, N) ds dt, qui ne peut provenir que de la 
perte d'électricité qui s’est faite sur do; en égalant ces deux expres- 
sions de la perte d'électricité éprouvée par do, on obtient 


de : Re 
=. —— 7 COS (IN) 


ou(n° 2) 
de 3 
= (E cosÀ + n cosp + 6 cosy). 
Sile milieu qui entoure la surface o n'était pas isolant et que les 
composantes de l'intensité du courant fussent £', 1’, C en dehors de 


la surface, on obtiendrait de même la formule 


de 


Re (£ — El) cosÀ — (n — n!)cosu — (6 — Cl) cosy. 


Principe de V ol«. 


9. Si deux conducteurs formés de deux métaux différents À et B 
sont mis en contact par une surface w, il se produira une même düiffé- 
rence de potentiel dans les deux corps auprès de cette surface. Gette 
différence de potentiel ne dépendra que de la nature des deux métaux À 
et Bet de leur température; ainsi elle est indépendante de l'étendue 
des surfaces en contact et de la forme de ces corps. Tel est le principe 
de Volta. 

IL se forme donc à la surface w, sur chacun des deux corps, une 
couche d'électricité positive sur l’un À, négative sur l’autre B, les den- 
sités des deux couches étant égales et de signe contraire sur deux élé- 
ments en contact des surfaces des deux corps. Si les deux corps ne 
sont soumis qu'à leur action mutuelle, le potentiel total de l'électricité 
aura une valeur constante dans chacun des deux corps, d’après les 
principes de l’Électrostatique. Leur différence de potentiel s'appelle la 
tension entre les deux corps. 

Considérons ensuite plusieurs métaux À, B, C, ..., F dont chacun 
touche le suivant, et désignons par V,, V,, Ve, ..., V, leurs potentiels. 
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Volta a démontré par l'expérience que la différence entre les poten- 
tiels V, et V, est la même que si les deux corps À et F étaient au con- 
tact l’un de l’autre. Si donc F est un métal identique à A, il aura le 
même potentiel que A. 


Courants permanents dans deux conducteurs hétérogènes entre eux, 
qui se touchent. 


10. Supposons deux conducteurs homogènes A et B qui se touchent, 
formés de deux métaux différents et traversés par des courants perma- 
nents. Désignons par V et V, le potentiel dans À et B; V et V, satisfont 


aux équations 
AN = 0; AN 0; 


Désignons par x et x, la conductibilité électrique dans A et B, et par 
dn et dn, les éléments de normale à la surface w de contact dans A 
et B. La quantité d'électricité qui, dans l’unité de temps, sort de À en 
traversant do est égale à do multipliée par la composante normale du 
courant ou à 


IV 
ne do) ; 


dn 


d'autre part, la quantité d'électricité qui entre dans B dans le même 


‘temps par do est 
av 


1 
— 4 —— du; 
dn, 


en écrivant que ces deux quantités sont égales, nous avons l’équation 
de condition 
DONPANEONE 


4 ue O0 SUP ©; 
dn Ts à 


nous avons aussi, d’après le principe de Volta, 
NN CesSur:0; 


C étant la tension entre les deux métaux qui forment les conducteurs. 
Ensuite nous aurons sur les surfaces libres de À et B 


av dV, 


= —0 —— —0. 
dn À dn, 
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Enfin supposons, comme précédemment, que le potentiel soit donné 
sur les surfaces par lesquelles entrent et sortent les courants. On 
pourra, à l’aide de toutes les équations obtenues, déterminer V et V,. 


Travail produit par le mouvement de l’electricite. 


11. Nous supposons encore les courants permanents. Si nous dési- 
gnons par dx, dy, dz les composantes du déplacement d’une molé- 
cule dm d’une des deux électricités dans le temps dé, nous aurons, 
pour le travail effectué par cette molécule pendant cet instant, 


av dv 


adV 
er dx dm — A dy dm — —- dz dm; 


dz 


mais, dans un élément de volume d&, il y a des molécules d’électrieité 
des deux signes, animées de vitesses de sens contraire; on a donc pour 
le travail produit pendant dé sur toutes les molécules situées dans do 


sé Ne dm — NSP dm, 
dx dy * dz 


le signe À s'étendant à toutes les molécules situées dans do. Or on a 


(n° 3) 


= d. / z 
Eds =Y _n dm, 1 d® — > 2 dm, Cd = _ dm, 


et il en résulte 


TORRES (NEEUINES LA d 
rt Meme Le 


Donc, en désignant par T le travail effectué sur le conducteur entier 
dans l'unité de temps, on aura 


d AN IV 
(æ) R— le Ë + - 1 + a e) ds, 


l'intégrale étant étendue à tout le volume du conducteur. Or on a 


IV 4 
RE Re es fé au 


CS 
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il en résulte, pour l'expression de ce travail, 


T = fRE+ n° + € )do 


ou, plus simplement, 
T— fRéde. 


Cette expression peut aussi s’écrire 


ge kif | av a GI \ 29 ] 
= R. | dx. = dy Fr JE av, 


et, d’après ce qui a été remarqué (n° 7), si l’on change la fonction V 
en l’astreignant toutefois aux conditions aux limites, auxquelles satis- 
fait le potentiel de l'électricité, T sera un minimum quand V représen- 
tera ce potentiel. 


12. On peut transformer l'équation (x) de la manière suivante 


US GE ‘ain a 2 
T = (VIS + Ar + 2 )de + [ V( cos + n COSu + Ë cosy) do, 
la dernière intégrale s'étendant à tous les éléments do de la surface du 
conducteur, et À, 4, v étant les angles de la normale intérieure 7 avec 
les axes de coordonnées. | 

Comme le mouvement est permanent, on a en tout point de l’inté- 


rieur du corps 
dé dn é dé 
de COANNCTE 


— O 


et la première intégrale du second membre est nulle. A la surface 


libre, on a 
Ë COS À + n Cosp + € COS — 0, 


de sorte qu'il suffit d'appliquer la seconde intégrale aux surfaces w 
par lesquelles entrent et sortent les courants, et il reste 
T = V (Ë cos + n cosu + € cosv)dw 


ou 
T =) Vicos(c, n )do. 
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Considérons le cas où le courant entre et sort normalement à la sur- 
face du conducteur. Désignons par w, et w, les surfaces d'entrée et de 
sortie; nous aurons cos(i, 2) — + 1 sur ces deux surfaces, et, en em- 
ployant les indices 1 et 2 pour les quantités relatives à ces surfaces, 


nous aurons 
1 [vi L doi — [V:é do. 


Mais alors la force électromotrice est normale sur les surfaces w, etw», 
qui sont donc des surfaces de niveau; par suite, V, et V, sont constants 


respectivement sur &, et @,; JE dw, et fé dw,, qui représentent les 


quantités d'électricité qui traversent ces deux surfaces dans l’unité de 
temps, doivent être égales à une même quantité Q, et l'on a 


T=(V, — V,)Q. 


Échaufjement du conducteur. 


13. Un corps conducteur étant mis en communication avec une pile 
constante, il en résultera bientôt dans ce corps un mouvement perma- 
nent de l’électricité. 

Le travail engendré pendant l’unité de temps dans le conducteur 
par le mouvement de l'électricité, puisqu'il n’existe aucun travail exté- 
rieur, doit être employé entièrement à produire de la chaleur. Or ce 
travail est représenté par 

mi = fRédo, 


où l'intégrale s’étend à tout le volume du conducteur. En divisant 
cette quantité par l’équivalent mécanique de la chaleur, on aura la 
chaleur produite dans le conducteur pendant l’unité de temps. 


CHAPITRE IL. 


LOIS GÉNÉRALES DES COURANTS LINÉAIRES PERMANENTS. 


On appelle conducteur linéaire un fil métallique dont deux dimen- 
sions sont regardées comme très petites par rapport à la troisième. 
Ordinairement ces fils sont de section circulaire et leur volume peut 
être considéré comme engendré par le mouvement d’une sphère dont 
le centre se meut sur une ligne qu’on appelle l'axe du fil; mais, en 
théorie, on peut supposer que la section du fil a une forme quelconque 
et que sa grandeur varie le long du fil. 


Loi de Ohm. 


1. Si le fil, traversé par un courant permanent, se trouve dans un 
milieu isolant, on peut négliger les composantes de l'intensité du cou- 
rant, perpendiculaires à l’axe, et ne tenir compte que du courant 
dirigé suivant l'axe. 

Désignons par s la longueur d’un are, pris sur l'axe du fil à partir 
d’un point déterminé, et par + sa section. Si Le fil est formé d’un seul 
métal, l'équation qui donne l'intensité du courant est 


où c est l'intensité du courant, V le potentiel électromoteur et R la 
résistance spécifique du métal. 

Mais, si le fil présente des passages d’un métal à un autre etn'a 
pas la même température dans tous ses points, il en résultera en dif- 
férentes parties du fil une force électromotrice intérieure W que nous 
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considérerons comme une fonction de s, et nous avons alors l'équation 
(a) RE 


On a ensuite, pour le travail accompli par le mouvement de l’élec- 
tricité pendant le temps d£ et sur une longueur ds du fil, 


dé — (- a —- w) E dl dm, 


dm désignant une molécule d'électricité située dans l'élément du fil 
qui a pour hauteur ds et dl étant la longueur décrite par dm dans di. 
Or nous avons (Chap. I, n° 3) 


dl Are. 
> T GO = 0e CS 


= ds étant l’élément de volume. Nous avons donc 


de = (- a +) ir ds dt = Rir ds dt. 


Si nous posons 
hill; 


I représente la somme algébrique de la masse électrique qui traverse = 
pendant l’unité de temps dans le sens où s croit; c'est une quantité 
qui reste constante d’une section à une autre; [ s'appelle l'intensité 
du courant linéaire. 

D’après cela, si nous désignons par T le travail produit pendant 
l’unité de temps dans le fil compris entre s = 5, et s = s,, nous aurons 


(b) T=i(-f is ff a): 
; ds je. 


D’après la seconde expression de de, on a aussi, pour la valeur de T, 


(c) r=rf RÈ 
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— f av + fus =E, 
)J ds 


fRÈ=r, 


S , , © e) , aN re 
les intégrales étant prises entre s —5s, ets = s,. La quantité — Te EN 


Posons 


est la force électromotrice en chaque point du fil; : E est donc la force 


électromotrice moyenne le long du fil, et, pour nous conformer à 
l'usage, nous appellerons E la farce électromotrice totale qui agit sur 
toute la longueur du fil, bien que E ne soit pas homogène avec la 
quantité précédente. Enfin H est appelé la résistance du fil. 

En égalant les deux expressions (b) et (c), on obtient la formule 


EH; 
qui donne la loi de Ohm : 


La force électromotrice totale qui agit sur une portion d’un fil traverse 
par un courant est égale au produit de l’intensité du courant linéaire par 
la résistance de cette portion de fil. 


C'est à tort que l’on a coutume de restreindre la loi de Ohm à un 
conducteur homogène; car Ohm a démontré dans son Livre le théo- 
rème précédent avec toute la généralité que nous lui avons donnée. 


9. Si le fil est homogène, W se réduit à zéro sur toute la longueur 
du fil, l'expression de E se réduit à son premier terme, et par consé- 
quent la force électromotrice totale se réduit à V, — V,, en désignant 
par V, et V, la valeur du potentiel aux deux extrémités du fil, et la 
résistance du fil sera 

n—Rf/®. 


Si le fil est composé de parties homogènes, mais hétérogènes entre 
elles de longueurs /, /, l’,..., la quantité W n’aura de valeurs sen- 
sibles que dans les environs des contacts de deux métaux où elle aura 


une valeur extrêmement grande; ainsi, auprès de ces contacts, W sera 
3 
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extrêmement grand en comparaison de Rz, et l’on pourra réduire 
l'équation (a) à 
UNIES 


_\ 
ds = À 


En intégrant dans une étendue très petite d’un point situé en decà 
du contact à un point situé au delà et désignant par V, et V, le po- 
tentiel en ces deux points, on aura 


(d) Vo, = [x ds —K: 


K est la force électromotrice due au contact. En désignant par EK la 
somme de toutes ces quantités prises sur la longueur du fil et par V, 
et V, la valeur du potentiel aux extrémités de ce fil, nous aurons 


V,— V, peut être considéré comme la force électromotrice qui pro- 
vient de l'extérieur; si les deux extrémités du fil sont jointes aux 
pôles d’une pile, ce sera la force électromotrice produite par la pile. 

Si l’on suppose que chaque portion homogène a la même section 
qui est désignée par 7, on aura pour la résistance 


H SRE 


le signe X s'étendant à toutes les portions homogènes du fil. 

D’après la formule (d), K représente la différence de potentiel de 
deux métaux en contact aux environs de ce contact; d’après cela, 
K doit représenter la tension entre les deux métaux, indiquée par le 
principe de Volta. C'est ce qu'admettait Ohm; cependant, suivant 
Thomson, l'expérience donnerait en général pour K une quantité plus 
petite en valeur absolue que celle-là. 

Si certains contacts des métaux sont échauffés à des températures 


déterminées, les quantités K changeront et dépendront de ces tempé- 
ratures. 
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Lot de Joule et phénomene de Peluier. 


3. D’après l’équation (c), nous avons 
THE. 


Si l’on a un courant permanent traversant un fil homogène, la force 
électromotrice totale qui agit sur ce fil proviendra de l'extérieur et se 
réduira à V, — V,. Comme il ne se produit aucun travail extérieur, 
tout le travail produit par cette force se convertira en chaleur, Donc la 
quantité de chaleur produite dans ce fil pendant l’unité de temps est 


d 2 
GP, 


si l’on désigne par G l’équivalent mécanique de la chaleur. Cette ex- 
pression constitue la loi de Joule. 

Supposons ensuite que le fil soit composé comme ci-dessus de diffé- 
rentes parties hétérogènes entre elles. 

D’après la formule (b), on a 


BI IV eV.) E 1 far. 


Le premier terme du troisième membre représente Le travail qui ré- 
sulte de la force électromotrice V, — V,, et le second terme un travail 
qui se produit aux contacts. Donc, si l’on désigne par E’ la force 
électromotrice V, — V, qui provient de l'extérieur, le travail produit 
par cette force dans l'unité de temps sera 


E'I—EI —I12K—HE—IZK, 


et il devra se transformer en chaleur. Le premier terme représente un 
travail absorbé par le fil d’après la loi de Joule; le second terme in- 
dique une absorption ou un dégagement de chaleur à chaque point 
de soudure, suivant que K est positif ou négatif. On démontre ainsi le 
phénomène reconnu par Peltier, qui est donc une conséquence de la 
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loi de Ohm et du principe de ja conservation de l'énergie. C'est au 
moyen de cette dernière formule que Thomson à déterminé les quan- 
tités K. 


Formules de Ohm. 


4. Soit une suite de conducteurs linéaires homogènes terminés aux 
points À et B, où entre et sort un courant. Tous ces conducteurs 
AD,B, AD,B, AD,B, ... ont le même potentiel en À et aussi en B; 
donc la force électromotrice relative à chacun de ces fils a la même va- 
leur E. Soient R,, R.,... les résistances de ces fils et [,, L, ... les 1n- 
tensités des courants dans chacun de ces fils; nous aurons donc 


E = LR, = LR; = co) 


et l’on peut aussi écrire 
=, 
en désignant par I l'intensité totale des courants et par R la résistance 


totale du conducteur formé par les conducteurs linéaires précédents. 


Nous aurons donc 
II, +L+.:. 


et, en remplaçant [,, L., ...et I d’après les équations précédentes, on 
a la formule 


Comme exemple, prenons un fil lié aux pôles À et B(#g. 1) d’une 


Fig. v. 


pile, et qui se bifurque en C et F suivant CDF, CEF. Soient retr’ les 
résistances de CDF et CEF, et R la résistance de leur ensemble, on a 


Il 
ss = 2e DES “ 2 
nm TZ Ts ral ou R= Pere 
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Si l’on désigne par R, et R, les résistances de AC et BF, la résistance 
totale du conducteur sera R +R, + R,, et, en désignant par E la force 
électromotrice totale et par I l'intensité du courant dans AC et BF, on 
aura 

E 


Le RER SERA 


Nous avons ensuite, en désignant par £ et £’ les intensités des courants 
qui traversent CDF et CEF, 


or = = UIR 
ou 
IR 


! 


L'- 


7— = 
: 


On a ainsi déterminé R, E, &, z’. 
Ces formules élémentaires ont été données pour la première fois par 
Ohm. 


5. Dans ce qui précède, nous avons considéré des conducteurs li- 
néaires traversés par des courants, en faisant abstraction de la pile 
qui excite le mouvement de l'électricité. Or Ohm a admis, puis vérifié 
par l'expérience, qu’une pile hydro-électrique a une résistance con- 
stante, c’est-à-dire indépendante de l'intensité du courant. Ainsi, consi- 
dérons dans un circuit galvanique la pile et deux portions de fil homo- 
gène PA et P'B, fixées aux pôles P et P° de la pile, et que nous regardons 
comme terminées en À et B. Désignons par V, et V, les potentiels des 
fils aux points A et B, par E la force électromotrice produite par la pile 
et parr, r',r’ les résistances des fils PA, P'Bet de la pile; R=7r+7 +7" 
sera la résistance de l’ensemble, et nous aurons 


RI=E+V, — V,. 


Sj l’on considère un cireuit entier formé par la pile et un fil, il faudra 
faire coincider les points À et B, et l’on aura 
RE, 
R étant la résistance de la pile et du fil conducteur homogène qui Joint 
les deux pôles. 
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Sur la distribution des courants dans un réseau linéaire. 


6. On a un système de » fils conducteurs, reliés entre eux par leurs 
extrémités: dans chacun d’eux peut se trouver le siège d’une force 
électromotrice, et il s’agit de déterminer les intensités I,,L, ..., I, des 
courants qui traversent chacun de ces n fils. 

Nous allons donner les équations employées par Kirchhoff pour ré- 
soudre ce problème. 

Étant donnés deux points quelconques Cet D pris sur les fils du sys- 
tème, nous admettrons qu'on puisse aller de G à D en suivant les fils. 
S’il en était autrement, on pourrait diviser le système en deux ou plu- 
sieurs qui satisferaient à cette condition et qui seraient indépendants 
l’un de l’autre. 

Rappelons ce théorème de Géométrie élémentaire trouvé par Euler : 

Si, dans un polyèdre, on designe pars le nombre des sommets, par F le 
nombre des faces et par À le nombre des arêtes, on a cette formule 


(a) S+F—A +2. 


On voit facilement que ce théorème revient à celui-ci : Découpons 
toute la surface d’une sphère en différents polygones sphériques et dé- 
signons par F le nombre des polygones, par S le nombre de leurs som- 
mets distincts et par À le nombre de leurs côtés distincts; alors nous 
aurons encore l'équation (a). 

Cela posé, «, B, y, ... étant les points de croisement dans le réseau 
des fils, prenons sur la surface d’une sphère des points correspon- 
dants &’, B’, y’, ... et joignons par un arc de grand cercle tout couple 
de ces points qui correspond à deux points réunis par un fil. Nous 
pourrons choisir les points &', f”, y’, ..., de manière qu'il n’y ait pas 
d’autres points de rencontre des arcs de grands cercles que &, 8’, y', 

Désignons par N le nombre des fils, par C le nombre des points de 
croisement du réseau et par P le nombre des polygones sphériques 
renfermés dans la projection du réseau sur la sphère, ces polygones 
étant supposés extérieurs les uns aux autres. Puis appliquons le théo- 
rème précédent. Les sommets correspondent aux points de croisement; 
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donc S — C. Les côtés sont les images des fils; donc À = N. La surface 
dé la sphère renferme, outre les P polygones, un polygone extérieur à 


la projection du réseau; on a done F—P +1. Ainsi l'équation (a) 
donne 
P=N +i1— C. 


On peut aussi définir P comme le plus petit nombre de fils qu'il faut 
supprimer dans le réseau pour qu’il n’y ait plus de circuit fermé. 

En effet, considérons les circuits qui se projettent sur les polygones 
sphériques. Si l’on enlève un fil situé sur le bord extérieur, on supprime 
un circuit; si l’on enlève un fil intérieur, deux circuits qui se touchent 
par ce fil se changeront en un seul. Et, si l’on ôte successivement un fil 
de manière à diminuer à chaque fois d’une unité le nombre des cir- 
cuits, on voit qu'il faut retirer P fils pour supprimer les P circuits. 

On aurait pu considérer P circuits autres que ceux qui ont pour 
images les polygones tracés sur la sphère. 


7. Énonçons ensuite deux théorèmes employés par Kirchhoff : 


Taiorème 1. — St les fils 1, 2, 3, ..., p aboutissent au même point, 
on 4 
(A) L+l+...+1,=—0o, 
[,, 1, ..., [, étant les intensites des courants qui traversent ces fils et 


étant pris positifs ou négalifs suivant que les courants vont vers le point 
de croisement ou s’en éloignent. 


TuéorÈme II. — Sc les fils 1, 2, ..., q forment un circuit fermé; que 
R,, R,,... soient les résistances de ces fils, etE,, E,, ... les forces electro- 
motrices qui $ y (rouvent, On &@ l'équation 


(B) R, I, + R, L, + 5 TE R,1, = E, + E, +. ü +R, 


1,, L,, ... étant comptés comme positifs dans le méme sens du circuut, 
ainsi que E,, E,, .... 


Le théorème I se déduit de ce qu'il sort de chaque point de croise- 
ment autant d'électricité qu'il en entre. 
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Pour démontrer le théorème II, appliquons la loi de Ohm à un des 
fils du cireuit; nous aurons 


(2) RE VMS 


V, et V,., étant la valeur du potentiel aux deux extrémités du fil. Si l’on 
ajoute toutes les équations semblables relatives à chaque côté du cir- 
cuit, les potentiels disparaissent et il reste l’équation (B). 

Il existe autant d'équations semblables à (A) qu'il y a de points de 
croisement: ainsi il yen a C, mais C — 1 de ces équations seulement 
sont distinctes: car, si l’on ajoute toutes ces équations, chaque intensité 
de courant se présentera deux fois, mais avec des signes contraires, et 
la somme des premiers membres se réduira à zéro. 

Appliquons l'équation (B) à P circuits distincts, par exemple aux 
P circuits qui ont été projetés sur la sphère suivant les polygones 
sphériques dont nous avons parlé (n° 6). 

Les formules (A) et (B) fourniront ainsi un nombre d'équations 
égal à 

C—1+P=N, 
c’est-à-dire égal au nombre des inconnues I. 

Il est bien aisé de voir que l’équation (B), appliquée à tout autre 
cireuit que les P circuits qui ont été indiqués, rentrera dans les P équa- 
tions relatives à ces circuits. D'ailleurs ces P équations sont distinctes, 
car on peut prendre les P circuits dans un ordre tel que chacun ren- 
ferme un fil qui ne soit pas dans les circuits suivants. Ainsi, chaque 
équation renfermera une quantité I qui ne se trouvera pas dans les sui- 
vantes; par suite, chaque équation ne peut être une conséquence des 
suivantes : elles sont donc toutes distinctes. 

Nous avons eru utile de donner les considérations précédentes. Mais 
les N équations à résoudre sont de deux formes différentes (A) et (B); 
de plus, si l’on prend maintenant la lettre I affectée d'indices pour re- 
présenter les valeurs positives des intensités des courants, il faudra les 
faire précéder dans ces équations tantôt du signe +, tantôt du signe —. 
Il en résulte que la résolution générale de ces équations présente assez 
de difficulté et même que la règle donnée par Kirchhoff pour leur réso- 
lution n’est pas commode. Aussi est-il préférable de suivre une autre 
marche pour résoudre le problème actuel. 
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ST 


Autre solution du problème précédent. 


8. Au lieu de déterminer d'abord les intensités des courants dans 
chaque fil du réseau, on peut rechercher les potentiels aux points de 
croisement et l’on en concelura les intensités des courants dans chaque 
fil par la formule (2) du n°7. Mais, pour que les équations se présentent 
sous la forme la plus commode, ajoutons aux fils du réseau d’autres fils 
qui joignent tout couple de sommets qui n’étaient pas réunis. Pour 
revenir au cas précédent, il suffira de supposer que la résistance est 
infinie ou la conductibilité nulle dans chacun des fils ajoutés. 

Nous désignerons les sommets par 1, 2, 3, ..., p; le potentiel au 
point a sera V,, l'intensité du courant sera [,, dans le fil qui va du 
sommet a au sommet b, E,, sera la force électromotrice située dans ce 
fil et £,, la conductibilité de ce fil, c’est-à-dire l’inverse de sa résts- 
tance. D’après ces désignations, on a évidemment 


rt: Br = E.. Rate pee 
D'après le théorème [ du n°7, on a à chaque sommet a 
(1) Lilo... +1, —=0; 
ensuite, d’après la loi de Ohm, on a, dans chaque fil &b, 
(2) PONS NV CS EE): 


Substituons cette expression dans l’équation (1), et nous aurons 


ES (es, ua 0 0e Kb) Te mia (Ko Va on PE V, To dr Es 5) 
= Kai Bai Te Ka E> AT d16 ar ao Ep: 


Le symbole #,, n’a jusqu'ici aucune signification; pour simplifier cette 
équation, introduisons-le en faisant 


(3) ed, 
et cette équation deviendra 


Kai V, A Ka V: AAC OS kèa Ve D or (Es Va 


(4) 


HSE En Bai + HAE 58 À En a eye 
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Si nous faisons successivement & — 1,2, ..., p, NOUS AUrONS P ÉQUA- 
tions entre V,, V., ..., V,; toutefois ces équations se réduisent au 
nombre p — 1; car, si nous les ajoutons, nous obtiendrons zéro pour 
chaque membre de l'équation résultante. En effet, dans le second 
membre, tout terme #,,E,, sera accompagné du terme ÆLE,, égal et 
de signe contraire, et le premier membre est aussi nul d’après l’équa- 
tion (3). 

Résolvons donc les p — 1 premières équations (4) par rapport à V,, 
NERF CP oSOns 


l,1 Ki, Ki, pi 
ke Æ fe 
1 02, 2 09), ji 
D — É 
Étant 0 =, jo 


et désignons par D,.. le déterminant qui reste quand on supprime dans 
D la ligne horizontale de rang r et la ligne verticale de rang s; nous 


aurons 
DE kr Dr; Den Co k}, Do 


et, en multipliant les équations (4) respectivement par D,,, D,:, ..., 
Det ajoutant, nous aurons 


DV F ( Re k3 Es Ho ce KpEip)Dr Tr VpkipDr: 
Ta (A1 Eos A NA UE E6 © Te Kop E2p)D,2 EE Vo KopD,s 


Le coefficient de V, dans le second membre est 


a (Ab De 2 Fo p D y;2 + CCE = FES Den) 


Orona 
= 1 = lo, =) LER Haies. KP, be 


Faisons dans cette formule 4 = 1, 2, ..., p — 1 et substituons dans le 
coefficient de V,, puis supprimons Îles sommes qui sont nulles; il 


restera 
kr D; ae Car D TR Lo te Ke, r D, p—i — D. 
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D 
SI 


On a donc enfin 


( DONNE Ep 26 0 E:,)D,: 
(5) | + (laser 23878 1 AND 
EU ee Een ere re Me a UE dan 


On peut donc déterminer la différence du potentiel de chaque sommet 
avec celui du sommet p. On peut donc aussi déterminer la différence 
de potentiel de deux sommets quelconques et, d’après la formule (2), 
on en déduira l'intensité du courant dans le fil qui joint ces deux 
sommets. 


9. Démontrons le théorème suivant remarqué par Kirchhoff : 


Sr une force électromotrice agit seule et dans le Jil conducteur ab ter- 
miné en a et b, elle produra dans le fil rs le même courant que cette force 
électromotrice mise dans rs produirait dans ab. 


Si la force électromotrice E,,; agit seule et le long de ab, l’équa- 
tion (5) appliquée au sommet 7 ne renfermera que deux termes dans 
son second membre et l’on aura 


D (Ve RE NM) —- HD E,s ( D ur D ) a 


on aura de même 
D (\e ue nn) — Kab Bab ( De DS DE 


En retranchant ces deux égalités entre elles, on à 
D (V,— 2) = Rob Eab (D ra — D,, — D, Dire De 
et, par suite, le courant produit dans 7s sera 


JE pr Ve Er \o) == 5 Ks Kab Eab( D, TER D,, an D;; UT D,;). 


En permutant dans le second membre a et b avec r ets, on ne changera 
pas le second membre si l’on suppose E,, — E,.: ce qui démontre le 
théorème. 

On voit aussi que la condition pour qu'il n'y ait pas de courant dans 
le second fil est la suivante 


D D, D,,- Do; 
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Exempze. — Quand le réseau est peu compliqué, on peut employer 
indifféremment les deux méthodes. Appliquons, par exemple, les 
équations de Kirchhoff au pont de Wheatstone. Cet appareil se com- 
pose de six fils qui joignent quatre points À, B, C, D (fig. 2). Une pile 


FN 

LR 2 \ 
LE Re 

EE \L = 
A > 1 B 


est introduite sur le côté AB et y produit la force électromotrice E. 
Considérons les courants comme positifs sur les six fils quand ils sont 
dans les directions indiquées par les flèches. Soient Se Len pa Lao Il 
les intensités des courants et r,, r,, rs, R,, R, R, les résistances res- 
pectivement dans les fils AB, BC, CA, AD, BD, CD. 

Le théorème I du n° 7 appliqué aux sommets À, B, C donne les 
équations 


(1)  — 1, —0, La — RE — O, = = Cr 


et le théorème IT appliqué aux circuits ABD, BCD, CAD fournit les 


trois équations 
| E — lib + R, I, — R,I,, 


CE lo rit R:ls— Role 
| (O\ == T3 La + R,I, — RATE 


De ces équations on tire facilement les six inconnues z et I: en tirant 
les I des équations (r) pour les porter dans les équations (2), on ob- 
tiendra trois équations entre les intensités v. 


Action des courants sur les aimants. 


10. Il résulte des faits de l'expérience que les courants électriques 
exercent des actions sur les aimants et que, par conséquent, récipro- 
quement, d’après le principe de la réaction, les aimants agissent sur 
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les courants. Les actions entre les courants et les aimants sont dites 
actions électromagnetiques. 

Considérons un courant linéaire fermé agissant sur l’unité positive 
de magnétisme située au point (x, y, =): chaque partie élémentaire 
du courant agira sur ce point. Mais n’examinons d’abord que l’action 
totale du courant sur ce point. L'hypothèse la plus simple qu'on puisse 
faire consiste à admettre que les composantes totales X, Y, Z de la 
force produite par le courant sur ce point sont les dérivées partielles 
d’une même fonction par rapport à æ, y, z, en sorte qu'on peut poser 


» 
2 Yen de 7e CIE 


en dy = 


admettons, de plus, que X, Y,Z sont des fonctions continues en dehors 
du courant et que P satisfait en dehors de ce courant à l'équation du 


otentiel 
P AP = o: 


enfin admettons que P s’annule comme un potentiel à l'infini. R° mann 
a, je crois, reconnu le premier qu’on peut déduire de cette hyp hèse 
les faits électromagnétiques relatifs aux courants linéaires fermés. 
Nous appellerons P le potentiel magnétique du courant. 


11. Soit ABCD (#g. 3) le courant fermé, et soient GIK, GHK deux 


Fig. 3. 


courbes infiniment voisines qui se terminent aux points G et K et qui 
n’enlacent pas le courant. Prenons l'intégrale 


QE [ex dx + Ydy +Zd:) 


le long de chacune des deux lignes GIK et GHK; je dis qu’elle y aura 
des valeurs égales. 
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Supposons que non seulement la fonction P soit continue sur Îles 
courbes GIK et GHK, mais qu’elle le soit également dans le passage 
d’un point de l’une des courbes à un point nue voisin situé sur 
l’autre. D’après les valeurs de X, Y, Z, l'intégrale Q prise le long d’une 
de ces deux courbes peut s’écrire 


ds étant un élément de la courbe. Concevons ensuite que les points I 
et H se meuvent en même temps sur les deux courbes en restant infini- 
ment rapprochés et qu'ils partent ensemble de G et arrivent ensemble 
en K. 

En prenant l'intégrale le long de GI et le long de GH, nous aurons 


re S AS Pc — P;, — [% — = Ir Ce Px, 


cu À 


les indices de P indiquant les points où l’on prend le potentiel P. La 
différence de ces deux intégralés est P, — P,, quantité infiniment pe- 
tite, puisque I et H sont infiniment voisins; et, quand les points IetH 
arrivent en K, la différence des deux intégrales est nulle. Ainsi l’inté- 
grale Q prise le long de GIK est égale à cette intégrale prise Le long 
de GHK. Enfin, comme on peut supposer qu’une des deux courbes se 
déforme successivement en s’éloignant de l’autre, l'intégrale, prise le 
long des deux courbes, aura la même valeur, quand même elles s’écar- 
teront l’une de l’autre d’une manière finie. 


12. Dans ce qui précède, la fonction P n'entre que par ses dérivées, 
et elle n’est pas complètement déterminée parles conditions auxquelles 
on l’a assujettie. Ajoutons maintenant cette autre condition que la 
fonction P est partout finie et continue, excepté à travers une certaine 
surface o dont Le bord est sur la courbe ABCD. 

Désignons par P’ et par P” les valeurs de P sur l’un et l’autre côté 
de la surface 5. Des deux côtés de la surface 5, les dérivées de P’ et P’ 
suivant des directions tangentes à la surface sont égales, et la fonc- 
tion P varie d’une manière continue sur chaque côté de cette surface. 
Si donc, en un point de 5 et de part et d'autre de 5, on prend pour P 
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des valeurs qui different de B, les valeurs de P’ et P’ différeront de B 
dans toute l'étendue de la surface 5. Ainsi l’on peut poser 


P'= PB, 


B étant une constante quelconque. 
La constante B étant supposée donnée, on peut prouver facilement 
que la fonction P est complètement déterminée. 


Expression du potentiel magnelique. 


13. Nous allons déterminer une expression du potentiel magnétique 
du courant. 

Soient U et P deux fonctions des coordonnées @&, b, c d’un point 
quelconqne de l’espace &, limité par la surface ©; on à l'équation 


connue 
J P AU = UAP do = P 


dn' étant l'élément de normale à ©, menée intérieurement (Théorie du 
potentiel, Chap. I, n° 10). 


: D 
ou Sr, 
dn! an! 


Prenons U — … r étant la distance d’un point (æ, y, =) situé dans © 
à l'élément do ou do, et prenons pour P la fonction du numéro pré- 
cédent. 

Du point (x, y, =) comme centre déerivons une sphère d’un rayon 
infiniment petit et une autre sphère d’un rayon R extrêmement grand. 
Ensuite, comme la fonction P est discontinue à travers la surface 6, 
menons deux surfaces 0, et 6, infiniment près de 5 et de part et d’autre 
de cette surface. Enfin appliquons cette équation au volume compris 
entre les deux sphères, diminué de la couche comprise entre 0, et 0. 

Dans tout cet espace, on a AU — 0, AP — 0, et, en désignant par 
do! les éléments de la surface de la sphère infiniment petite et par 
do les éléments des autres surfaces limitantes, on obtient 


è ==] )) 
o=-fr® de + f ETds 
AID r dun 


ne — 1 
pou, cb 
ci: fr di: 
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On trouve ensuite facilement 


a 


Se IP : RÉ Re LC 
lim | = Jr 5 0 lin | P 2 Bot — fl, 


P désignant dans le dernier membre la valeur de P au point (x, y, =); 
qu'on déduit donc de la valeur de P donnée, en remplaçant a, b, c par 
x, y, z. Il reste donc 


nee Nr ve ‘1 dP 
“oi — dr de J r dn' Gé 


où les intégrales du second membre s'étendent à la fois à la surface de 
la sphère de rayon R et aux deux surfaces 5, et ,. Celles qui se rap- 
portent à la sphère sont nulles pour R—<, comme on le reconnait 
facilement. 11 suffit done de prendre ces intégrales sur les surfaces 5, 
et s,. Or, comme les dérivées de P varient partout d’une manière con- 


JT dP 

tinue et que dn' est mené en sens contraire sur 5, et 6», a À prend 
des valeurs égales et de signe contraire. Ainsi la dernière intégrale est 
entièrement nulle et l’on a 


4rP = | (P'— P') 


dr! 


dp étant l'élément de normale à 5, mené en dehors de l’espace compris 
entre oc, et 5, ; dp est donc aussi l’élément de normale mené à 5 du côté 
OU SE 

En remplaçant P'— P” par sa valeur constante P, on obtient 


Cette expression est identique à celle du potentiel d’une double couche 
magnétique dont la puissance est constante dans toute son étendue et 


, 15 y aire : : 
égale à Fe (Théorie du potentiel, N° Partie, Chap. IV, n° 11). On obtient 
ainsi un théorème donné par Ampère, qui peut s’énoncer ainsi : 


L'action d’un courant linéaire fermé sur une particule magnetique peut 
étre remplacée par celle d’une double couche magnétique de puissance con- 
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sante et limitée à la ligne du courant. La forme de cette double couche est 
d’ailleurs arbitraire. 


1%. Les composantes X, Y, Z de l’action du courant sur le point 
(æ, y, z) sont proportionnelles à l'intensité du courant, et, comme 
elles sont exprimées par les dérivées de P changées de signe, P est 
aussi proportionnel à I; donc B est une constante qui contient I en 
facteur, et l’on peut poser l’égalité 


B 
Fee L 


où $ est indépendant de I. 

La constante 6 dépendra de l'intensité du courant linéaire choisie 
pour unité. Pour avoir les formules les plus simples, prenons cette 
unité, de manière que $ soit égal à 1; nous emploierons ainsi l'unité 
de courant adoptée par W. Weber et ensuite par la plupart des physi- 
ciens. Nous avons done 


= ll 
et 
d= 
(a) HE sat 


Concevons qu’un observateur se tienne normalement sur le côté po- 
sitif de la double couche magnétique, c’est-à-dire sur le côté qui tend 
à se diriger vers le nord. Alors, si V est égal à V’ sur ce côté, la quan- 
tité B — V' — V’ sera positive, et l'expérience prouve que, pour l’ob- 
* servateur, le courant tourne de droite à gauche. 

Ensuite, d’après un théorème connu sur les doubles couches et qui 
est d’ailleurs une conséquence facile de la formule (a), on obtient le 
résultat suivant : 

Le potentiel P, pris en un point M ou (x, y, z), est égal à l'inten- 
sité I du courant, multipliée par la surface sphérique w, dont le rayon 
est l’unité et le centre en M et qui est interceptée par le cône qui, 
ayant son sommet en M, s'appuie sur la ligne du courant. Et l’on re- 
garde la surface © comme positive ou négative, suivant que la surface 


tourne le côté positif ou négatif au point M. 
: 5 
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15. Nous avons mené arbitrairement la surface o par la ligne ABCD 
(fig. 4) du courant. Mais, si la surface o, étant déformée, franchit le 
point M et vient en c,, P subit un accroissement égal à = AT, suivant 
que le point M, après avoir été du côté positif de la couche, se trouve 
du côté négatif ou réciproquement, 


Lig. 4. 


Ainsi, quand la surface se change de s en 5,, la valeur de la fonc- 
tion P varie dans l'intervalle de © à o,; mais sa valeur reste la même 
en dehors de cet intervalle. Quant aux dérivées de P, qui donnent lac- 
tion du courant sur le point M, elles ne dépendent pas de la forme de 
la surface c. 

Décomposons la surface s en éléments et la couche magnétique en 
éléments correspondants. L'action de chacun de ces éléments de couche 
peut être remplacée par celle d’un courant d'intensité [ qui passe par 
le bord de cet élément, et un observateur placé sur le côté positif d’un 
quelconque de ces éléments de couche magnétique verra le courant 
correspondant tourner de droite à gauche. Ainsi un courant linéaire 
fermé S peut être remplacé par un réseau de courants élémentaires de 
même intensité et qui tournent tous dans le même sens, ce réseau se 
terminant au contour S. Au reste, 1l est aisé de voir que chaque côté 
du réseau qui n’est pas sur la ligne S est traversé par deux courants 
égaux et de sens contraire, ce qui rend la proposition évidente. 


Valeur de 1 ds. 
$ 


16. Si l’on prend | intégrale [Se ds le long d’une ligne qui ne tra- 


verse pas la surface © et qu’on désigne par P, et P, la valeur du poten- 


| 
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tiel P au commencement et à la fin de cette ligne, on a 


dP 
FE ds — P, — Po 

Cherchons ensuite la valeur de cette intégrale prise le long de la 
ligne ACDE ( Zg. 5) qui traverse la surface o limitée au courant. Dé- 
signons par P’ et P” les valeurs que prend P de part et d’autre de la 
surface au point H, où cette ligne la traverse. L'intégrale, prise le long 


Fig. 5. 


de ACH, a pour valeur P’ — P, et, prise Le long de HDE, elle est égale 
à P, — P”; donc nous obtenons pour la même valeur prise le long 


de ACHDE 


D ds = (P' P,)+(P,—P')=P,—P,+B, 


e 


puisque P'— P” est égal à B. 
Si la ligne $, qui joint le point À au point E, traversait la surface o 
toujours dans le même sens un nombre 2 de fois, on aurait 


dP 
EC Puit 


et, si la courbe était fermée, en sorte que le point E coincidät avec A, 
P, serait égal à P, et l’on aurait 


dP 
Î as = D: 


cette quantité, changée de signe, représente le travail qu'accomplirait 
l’unité de fluide positif magnétique en parcourant le cireuit fermé que 
nous venons d'indiquer. 

En prenant la même intégrale le long d’une ligne fermée ACDA qui 
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enlace le courant une fois seulement, nous aurons 


B— [Ts 
ds 


et, en remplaçant B par sa valeur 471, nous obtiendrons 


L dP I 
= — — = — X ; d - Z dz). 
I ES Jay y + Zdz) 
Si l’on prend l'intégrale en sens contraire, c’est-à-dire le long de 
ADCA, on aura 
I 


er 


[Rae +Yay +245) 

et le chemin d'intégration est ainsi pris le long d’une courbe fermée 
qui enlace le courant, de manière à traverser la surface 5 du côté né- 
gatif au côté positif. 


17. Il est facile de vérifier que la valeur de f Tds prise le long 
d’une ligne donnée ne dépend pas de la surface menée par le courant. 
En effet, si l’on prend cette intégrale le long de la ligne AC, en adop- 
tant la surface 5, on a 


(a) [Tarn 
ac 45 


Prenons ensuite au lieu de o une surface 0’, telle que le point C 
(Jig. 6) se trouve entre 6 et 5’; le potentiel en C deviendra P,—P,—B. 


Désignons par P, et P, les valeurs de P au point H sur le côté positif 
et Le côté négatif de 5’; nous aurons 


 dP rie 
ÊT d = Œu— Ps) + (P, Pi) 
AG 
(PAPE (PES PTE PE EL; 


COURANTS LINÉAIRES PERMANENTS. 37 


et, en remplaçant P, par sa valeur, on retrouve pour l'intégrale la va- 
leur (a). 


Travail produit sur une double couche par un système magnétique. 


18. Soient, en général, deux aimants H et H,, et représentons par 
P le potentiel magnétique de H; nous aurons pour le potentiel de l’un 
des aimants sur l’autre (Théorie du potentiel, W° Partie, Chap. IV, n°4) 


D] 
We f (AR +9 +00 )d, 
dx dy dz 


À, B, C étant les composantes du moment magnétique dans chaque 
élément do de l’aimant H,; x’, y’, z’ sont les coordonnées de do et 
l'intégrale est étendue à tous les éléments du volume de H,. 

Prenons pour l’aimant H, une double couche magnétique F de puis- 
sance constante et désignons par À, u., v les angles directeurs de la 
normale, menée à la couche du côté positif; nous aurons 


À ds — o do cos), B do — o do cos, C da — 9 do cosy, 
© étant la puissance magnétique de la couche et do son élément de 
surface. Il en résulte 


dP dP dP 
Mi [Ce COS À + dy CoSp + 7 COS ») ds, 


l'intégrale étant étendue à toute la surface de T. 
Désignons par W la composante normale à do de la force F, qui pro- 
vient de l’aimant H: cette formule deviendra 


W=—9/ Was +0: 


La quantité Q représente le flux de force, provenant de H, qui tra- 
verse c. 


19. Supposons que, l’aimant ou système magnétique H restant fixe, 
la couche T éprouve un déplacement infiniment petit; 1l en résultera 


un travail égal à 
—_ AW = 9 dQ. 
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La couche T peut être remplacée par une autre couche quelconque 
ayant le même bord et la même puissance magnétique. Si donc F s’est 
déplacé en L’ et son bord s en s’, nous pouvons imaginer une surface & 
passant par s ets’, et remplacer les surfaces de let de F’ respective- 
ment par les parties de w comprises dans s et dans s’ (il est évident 
qu’en général ces deux lignes ne se rencontrent pas). 

Ainsi, la ligne s ou ABCD (fig. 7) étant venue en s’ ou abcd, si nous 


Fige7. 


désignons par g le flux de force qui traverse la partie annulaire de © 
comprise entre s et s’, nous aurons 


— dW = og. 


Divisons cet anneau en rectangles infiniment petits, dont deux côtés 
soient sur s et s’. Le flux de force qui traverse un de ces rectangles 


«BG, est 
F cos(EF, N)ds x< ao, 


F étant la force magnétique qui provient du système magnétique H, 
N la normale positive menée à w et ds l'élément af. Cette expression 
représente le volume d’un parallélépipède construit sur le rectangle 
a, «, et sur F pris pour arête. Désignons par y l'angle de F avec ds: 
ce volume a aussi pour mesure 


(a) F ds siny., 


étant la perpendiculaire abaissée de «, sur le plan mené par @ et 
par F. 

Imaginons une force qui ait pour grandeur Fdssiny, qui soit paral- 
lèle à la ligne 2, mais de sens contraire, et qui transporte ds en ds’; le 
travail de cette force sera donné par l'expression (a). La quantité q 


COURANTS LINÉAIRES PERMANENTS. 39 


est la somme des quantités (a) et l’on a 
—_aW— [F4 sin ds. 


Ainsi le travail produit sur la double couche F par le système ma- 
gnétique est le même que celui qui serait produit par des forces fictives 
© Fsiny ds, agissant sur chaque élément ds du contour de F, perpendi- 
culairement au plan mené par F et ds, pour transporter ds en ds’. 

Comme l’action du système magnétique sur la double couche est la 
même que sur un courant linéaire parcourant la ligne s, ce théorème 
s'applique aussi à l’action d’un système magnétique sur un courant. 


Theorèmes auxiliaires. 


20. Une surface o étant terminée à une ligne S, concevons que cette 
ligne soit parcourue par un point M dans le sens où il sera convenu 
qu’on fait croître l’are s pris sur S à partir d’un point fixe. Menons une 
normale à o, commençant à cette surface et dans un sens tel que l’ob- 
servateur placé suivant la normale, les pieds sur la surface, voie le 
mouvement du point M s'effectuer de droite à gauche. Cette normale 
sera dite positive, ainsi que le côté correspondant de la surface. Cette 
définition est nécessaire aux théorèmes suivants : 


Taéorème |. — S: w est une fonction qu varie avec la position d’un 
point (æ, y, 3) situé sur la surface 5, on a 


du du dx 
—— Cosmn — — Cos A | do = | u — ds, 
dz dy ds 


l, m, n étant les angles de la normale positive avec les trois axes. La pre- 
muëre intégrale est étendue à tous les éléments de la surface s et la seconde 
à tous les éléments ds du contour. 


En effet, en projetant l'élément do sur le plan des xy et celui des æz, 
nous pouvons poser 


cos nr ds = dx dy, cos mn do = dx dz, 
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et, en désignant par À l'intégrale relative à 5, nous avons 


Car Fal00 
(a) À =) AE — ff re dy. 


Pour fixer les idées, supposons l'angle » aigu pour toute la surface o, 
en sorte qu’on puisse regarder dx et dy comme positifs, comme on le 
fait ordinairement pour de pareilles intégrales. 

Soit Ca, Da, (/ig. 8) la projection du contour S sur le plan des æy, 


Fig. 8. 


la flèche indiquant le sens du mouvement sur cette courbe. Désignons 
par w, et u, les valeurs de w aux points de S qui se projettent en a, et 
&, où une droite parallèle à l’axe des y rencontre la courbe projetée; 


nous aurons 
du 
VE TU ee 
dy 


Comme dx est regardé comme essentiellement positif dans la seconde 
intégrale (a), posons 


ar = 0er DE, 
£, ou dE, étant la variation de x quand le point (x, y) s’avance sur la 


courbe d’une quantité infiniment petite dans Le sens de la flèche ; nous 


aurons donc 
du 


ae AU — — 4 dé, wi dé;, 


* CÜLC RE RS NE 
feféeos-futë=- fra 


en désignant par L la longueur de la projection de s sur le plan des æ, y. 
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Nous pouvons mettre maintenant dx au lieu de d£, en admettant pour 
à À 
dx V’un ou l’autre signe, et nous aurons 


du dx 
[af Tr = fur. 


On trouve de même 
, "du dx 
fe de = Der, db 
en désignant par L, la longueur de la projection de s sur le plan des x, z. 
On a donc 
dx dx 
A = (44 (T dL —- db, di). 


Or la coordonnée x du contour S peut être considérée comme une 
fonction de s et aussi comme une fonction de Let L, ; on a done 


dx dx dx 
7 ds pa a = dL, ana 


A = u = ds. 


Si nous désignons par et w deux fonctions semblables à & et que 


nous posions 
do À 
BE Cove ce cos L | do, 
de ds 


C = cost — de cos) do, 
dy dx 


et il en résulte 


NÉ NEs 
B== 7} 1 Ts 5 CG | 5 4 
Taéorème 11. — Socent les expressions 
N div de y ndu dv Ron de al du 
av dy GE max dx’ dx dy” 
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qui satisfont à la condition 


OIL HUIT 


g Of Gle dy de 
(X cos + Y cosm + Zcosn) ds — He ny - | ds. 
: ds ds ds 


En effet, si nous remplaçons dans l'intégrale du premier membre 
les quantités X, Y, Z par leurs expressions, nous trouvons qu elle est 
égale à la somme des trois intégrales À, B, C, et, en remplaçant A, B,C 
par les intégrales prises suivant le contour de c et trouvées ei- -dessus, 
nous ane cette formule. 


Potentiel d’une double couche magnelique sur une aulre. 


21. D'après ce qui a été dit au n° 18, le potentiel d’une double 
couche magnétique F de puissance constante © sur un système magne- 
tique quelconque a pour expression 


te CIE “ dP dVP \ 
Me > | le COS À 7 COSp + = COS ) ds ; 


æ, y, = sont les coordonnées de d5, élément de surface de la double 
couche; À, u, v sont les angles de la normale positive à ds avec les 
axes de coordonnées et P est le potentiel du système magnétique au 
point (x, y, z). 

Réduisons d’abord le système magnétique à un aimant infiniment 
petit; désignons par M son moment, par + son volume et par /, mm, n 
les angles énouns de son axe magnétique; nous aurons pour son 
potentiel 


hp CURE roi 
fe Mz| COSLEE COS 
0 QU dy" NE EE 


en désignant par (x’, y’, z°) les coordonnées du centre de eet aimant 
et par r la distance de ce point au point (x, y, 3), où l’on prend le 


COURANTS LINÉAIRES PERMANENTS. (1e) 


potentiel p. On peut aussi écrire pour cette expression 


M Cri) on dr1 2. dr : \ 
= — Mel [+ —— cosm - COS A |, 
P a (ya dz è ) 


et il en résulte 


dy RER CURE Een GET 
hu Me ( COS me COST cos) 


@ls dx dz dy dz d:=? 

EN Em 

Remplaçons —=- par sa valeur 
A UT et 
seu dx? dy? 

et nous obtenons 
dp a ae dr! A far Gp 
—— —=— Mr cos / — É =MT Ln — ï 
2e M DE ( TZ £0S Tr COS A) + À dy dy COS 72 Ts COS 


Prenons maintenant pour l’aimant infiniment petit un élément d’une 

couche magnétique L’ de puissance +’ et désignons par do’ la superficie 
5 5 

de cet élément; nous devrons remplacer M= par c'do’, et, pour avoir 


dP : : : nie er 
la valeur de a relative à l’action de la couche [”, 1l faudra intégrer 


l'expression précédente sur toute la surface 5’; nous aurons ainsi 


GAP e d _ Fan dr! : Le 
= oser Co TR AE UE do 


à @! ne ‘ al 
o COS — —— COS 2 | do 
Ve ( dy" dz' u 


en remplaçant sous le signe d'intégration les différentiations par rap- 
port à æ,y, = par d’autres par rapport à x’, 3”, 3°, coordonnées de ds 


Posons 
ke ‘are? GP À à 
F — be COSM — y COS A } de ; 
; dz EV 

: dr! dir! 

= (Te COS — - cos / }de 
dx 3 
di! dr! À 

H -— f{ COST cos me} do! 


dy' Ar” 
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et nous aurons 
| dP ( | 


Due V\de dy 
Do ET 

1 nee 0 
D OÙ ot di 

mer a Dir) 


Ainsi l'expression de W, potentiel de la double couche F sur la double 
couche [”, devient 


dH  dG dE  dH dG a) | 
= "00"! = <> À = = — LE — — sy | dz 
Er 1 lee F.) rte (FE me.) So (a dy |. 


et, d’après le théorème II démontré ci-dessus (n° 20), 


ds ds a ds 


D’après le théorème I, nous pouvons aussi remplacer F, G, H par 
des intégrales relatives au contour entier de [”, et nous aurons 


à ! 1 , of 
F — L dx” GS = l 2 dy" ds’, H — : ei ds!. 
Jr TAN CUS: r ds 


e/ 


Portons ces valeurs dans la dernière expression de W, et nous obte- 
d Prae lon dy dy! dz ds! 
=" 00! ( er ne = | CO GS 0 
v ANTISEIS ds ds’ ds ds’ 
Enfin, si nous désignons par e l’angle de ds et ds’, nous obtenons 


M 'NCOSE 
Na _— 0! | [= ds ds! 
24 . 


pour le potentiel de la couche magnétique F sur la couche magné- 
tique l”. 


nons 


Potentiel d’un courant fermé sur un autre. 


22, L'action d’un courant fermé d'intensité ©, en tout pointextérieur, 
est égale à celle d’une couche magnétique de puissance © et dont le 
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bord coincide avec la ligne s du courant. La même chose ayant lieu 
pour un second courant, il en résulte que l’action réciproque de deux 
courants linéaires fermés, maintenus constants et dont les intensités 
sont © et ®’, est la même que l’action réciproque de deux couches ma- 
gnétiques de puissance © et v’, et dont les bords coïncident avec les 
deux lignes de courant. 

Ainsi, en désignant par I et l'les intensités des deux courants et 
posant 
(b) NES als, 


J° 


— dW sera le travail élémentaire produit dans un déplacement relatif 
des deux courants, qui provient de leur action mutuelle. 

Franz Neumann a désigné cette quantité W sous le nom de potentiel 
mutuel des deux courants linéaires. Il avait déduit la formule (b) de la 
connaissance de la loi d'Ampère, dont nous allons bientôt parler. 

Remarquons de plus que, d’après les formules (a) du numéro pré- 
cédent, les composantes de la jorce magnétique du courant s’ au point 
(æ, y, 3) suivant les axes des æ, y, z sont 


ni a dH\ r (de à 


TE oo dos 


en d'autres termes, ce sont les composantes de la force exercée par le 
courant s’ sur l'unité positive de fluide magnétique placée au point 


4 2): 


23. Concevons, par exemple, que le circuit s’ soit fixe et que le cir- 
cuit s soit rigide et se meuve sous l'influence du circuit s’. 

Soit M un point lié au cireuit s et dont les coordonnées sont à, b, c. 
Menons par le point M trois droites parallèles aux axes de coordon- 
nées. Tout déplacement infiniment petit du circuit s peut être consi- 
déré comme résultant du déplacement du point M et d’une rotation 
autour de ce point; da, db, de étant les composantes du déplacement 
du point M et do, dy, d étant les composantes de la rotation des axes 
que nous avons menés par M, nous avons 

UN us da ei db a de u do - _ dy cu du; 
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Gi ca IN sont les composantes de la force qui tend à faire 


a DER OT 

adW adW adW 
Ci NC d'Y 
l’axe du couple qui tend à faire tourner le circuit s autour de ce point. 
Les coordonnées des points du circuit s peuvent être désignées par 


mouvoir le point M et — sont les composantes de 


= à £ DUR 1, AC TC, 
et l’on aura 
al Ge dn dy! ANA 
COSE— — —— + 


ds ds ds ds! ASS 


il en résulte 


NL fl fr = .dë dx! + da dyedode ; à 
J Ji Ha+i=e)+(b+n=r)eter es 


puis nous en concluons 


due je (a+Ë—x')(dE dx'+ dn dy! + dtdz!) 
JE ns re GsE ze )] 


on obtient de même les deux autres composantes de la force. 


Pour former Pa 
euit s autour de la droite MX menée par le point M parallèlement à 
l'axe des æ. En désignant par R la distance du point (x, y,z) à la 
droite MX, nous pouvons poser 


imaginons une rotation infiniment petite du cir- 


Y—=b—R cosy, 5—c—Rsino, 
où R est constant et l'angle © variable, et nous avons 


dx d : 
do 10} de = — Rsino = (40 }, == [À COST b: 


puis nous obtenons 


CL | PU dy de 
do (;) LE 73 Lee pu > 7 (y RU He (3 Eu 2/b) a | 
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el 
ee Mens : Day + us) 
ne 7 à 
2. 


D'après ces expressions, on conclut, pour le moment des forces 
autour de la droite MX ou pour l’axe du couple composant suivant MX, 


adW = dz dy! dy d:! NE C1) Ce s 
Do Fi [EE se 2 CH ER y 72 coseds ds] 


On en conclut, par analogie, les moments autour de deux autres droites 
menées par M parallèlement aux axes des y et z 


Acüon mutuelle de deux éléments de courant. 


24. Après avoir obtenu l’action mutuelle entre deux courants li- 
néaires fermés, nous pouvons nous proposer de déterminer l’action 
mutuelle entre deux éléments de courant, en admettant que cette action 
a lieu suivant la droite qui les joint. 

Désignons par Ÿ ds ds’ la force que les éléments de courant, situés sur 
ds et ds’, exercent l’un sur l’autre, en prenant cette force positive, quand 
elle tend à faire décroître la droite r qui joint les milieux de ds et ds’. 
Soit Ôr l’accroissement de r provenant d’un déplacement virtuel du 
système des deux courants; il en résultera, par l’action mutuelle de ds 


et ds’, le travail 
— or ds ds, 


et le travail produit par l’action mutuelle des deux circuits s'obtiendra 
en intégrant cette expression le long des contours s et s’ des deux cou- 
rants: ce travail est aussi égal à la variation — ÔW, éprouvée par — W 
(n° 22 ), et nous obtenons 


(1) ON — = Joji dr ds ds!. 
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Calculons ensuite la variation de 


v= nf f Tasas. 


En désignant par (æ, y,z) et(æ',y', =) les centres de ds et ds’, nous 
avons 


Peer ere: ) 


de) Ge due dr GG GA LR 
5 chant 0 Gh dW ds ds! TS CIS UNE æ 


“= {ur ‘d(r?) ds ds". 
CSN 
En prenant la variation de cette expression, On à 


ADS ans CP) ï ae o(x2) : 
ou Ro ji E%dsds  r dsds Jasas 


Transformons la seconde partie de cette formule. En intégrant sur 
toute la ligne fermée s', on a 


7! 

à 5 5 (4250 5 

rar or? ;, F Gr 
AS — —— —— ds’; 
r ds ds as &lS 


multiplions cette équation par ds et intégrons le long des : nous aurons 


I 
ï d? à GEO IT ER: na 1 pie 
r ds ds! PE ds! © TE 27 dr ds ds’. 


Remplaçant dans ÔW, nous obtenons 


| ar) CT 
2 — 0 NE 0 Ro NOR or NES ! 
(2) we ff[-5 TU por 0er or ds ast 


Nous avons ensuite 


et il en résulte 


nr mr?) d? r=! 
= Am ln ere 
2 ds ds ds ds 


Le 
(3) 
| Le 


= it LME AT) SERRE a dr nr (7) 
TRE SRI CHENE cc me |: 
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Regardons la direction de la droite r (/ig. 9) comme allant de ds’ 
vers ds et désignons par 0 et 0’ les angles de la droite r avec les tan- 


s' 
F T 
/ 6° 
SE 


C/ 

Ne BAÛT 

Nes { . 
\e LA 


\ 
SR 


gentes à s et s’ menées dans le sens de l’accroissement des arcs s et s’. 
Nous en concluons les deux premières de ces trois équations 


dr 
=—1— COS; 


% — cos’, En 2CO0SE, 


Lire 
ASE 
la dernière ayant été obtenue ci-dessus. Nous avons done 


; DEC) | TE ne DEN ra 
(4) er Us — = 3 cos 0 cos 5! + 2 cose). 


Les expressions (1) et (2) devant être égales, quel que soit èr, les 
éléments des deux intégrales doubles doivent être eux-mêmes égaux, 
et l’on en conclut, en se servant des égalités (3) et (4), 


5. LR Re ENT 
(5) bd ds ds = (7 el 2) IL' ds ds 
ou 

! ! 
(6) nn NC RE Cost) 


Cette dernière équation représente la formule trouvée par Ampère 
pour l’action entre deux éléments de courants I ds et ’ds’. I] l’a obte- 
nue, en 1822, comme résultat de ses expériences combinées avec le 
calcul; les travaux d'Ampère en Électrodynamique renferment les pre- 
mières recherches théoriques faites sur ce sujet. 

La formule (5) peut se mettre sous cette forme extrêmement simple 


h dæ? Vr 
| ESS 4 1 ! 
L ds ds — — DAS IL" ds ds', 


qui a été aussi remarquée par Ampère. 


5o CHAPITRE I. 


25. Si deux éléments de courants sont parallèles et de même sens 
et de plus perpendiculaires à la droite qui les joint, on fera dans la 
formule (6) — 0, cos0 — cos) = 0, et l’action entre les deux élé- 


ments sera 
s I ds.L' ds! 


r'? 


Ainsi, d’après le choix que nous avons fait pour la valeur du coeffi- 
cient 8 dans le n° 14, nous arrivons à la définition suivante de l'unité 
de l'intensité de courant linéaire : Si deux éléments de courants de lon- 
gueur 1, de même intensité, parallèles et de même sens, sont séparés 
par la distance r et perpendiculaires à la droite qui les joint, l'inten- 
sité de ces courants sera égale à 1, quand l’action attractive entre ces 
deux courants sera égale à 2. 

Ampère divisait par 2 le second membre de la formule (6); donc, 
dans la définition précédente, la force entre les deux courants serait 
égale à r au lieu de 2. Ainsi l'intensité de courant adoptée pour unité 
par Ampère est plus petite que la précédente dans le rapport 1:12. 


26. Nous avons admis que l’action entre deux éléments de courants 
a lieu suivant la droite qui les joint. Faisons cependant une remarque 
sur la loi d'action la plus générale qu’on puisse concevoir entre ces 
deux éléments. 

Supposons le circuit s’ fixe et le circuit s seul mobile, et soient en 
général dx, dy, ds les projections du déplacement infiniment petit du 
point (æ, y, z) milieu de ds. Désignons par X ds ds’, Y ds ds’, Z ds ds' les 
composantes de la force exercée par ds’ sur ds; il est évident que les 
coordonnées x, y, z et +’, y’, z' des milieux de ds et ds’ n’entreront 
dans X, Y, Z que par leurs différences =, y y, 3-6" car 
X, Y, Z ne changent pas si les axes de coordonnées sont transportés 
parallèlement à eux-mêmes. 


Le travail élémentaire produit dans le déplacement du cireuit s est 
(b) fev èy +280 as avt. 


Or, en désignant par Ÿ la force trouvée par Ampère, ce travail est 


| 
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aussi égal à 


(c) — ff orasar, 


et or a pour valeur 
I à : 
-[(&— x) dx + (y —7y')ôy + (z— 3!) 03]. 
Supposons ensuite que èx, dy, èz restent constants tout le long du 


circuit s, en sorte qu'il ne subisse qu'un mouvement de translation. 
Alors, en désignant par U, V, W des fonctions de x, y, z, on aura 


© {dU av adW EUR 
fi (& 0x TE dy + Te ès) ASIAS EE 0; 


puisque, en effectuant d’abord l’intégration le long du contour fermés, 
on aura un résultat nul. Ainsi l'expression (c) peut s’écrire 


L 

(= Of ue) 8e + (7 ay + GG —<')acasas 

(4 De a 
+1 2H Ty + 7 ds) ds ds. 


Maintenant, il est évident qu’on obtiendra l'égalité des formules (b) 
et (d) en égalant les coefficients de dx, dy, ds pris de part et d’autre, 
ce qui donne les trois équations 


1 As / 
X ds—— Vds” — + dÜ, 


(e) Y ds =— pds TZ + dW, 


D 
LCR = Vds —— + dW ; 


U, V,.W sont des fonctions de æ— x", y — y', z — z'. Comme 
X dx + Y dy + ZÔz doit rester invariable par un changement des axes 
de coordonnées, il résulte des formules (e) que l'expression 


dU dx + dV dy + dW 0z 
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est aussi invariable par ce changement. Ainsi U sera symétrique par 
rapport ày — yet s — z', et l’on déduira V et W de U, en faisant sur 
les lettres æ, y, z la permutation circulaire (x, y, £). 

En ajoutant aux composantes de la force d'Ampère V ds ds’ respecti- 
vement les expressions dU ds’, dN ds’, dW ds', on aura les composantes 
d’une autre action élémentaire de ds’ sur ds, d’après laquelle deux cou 
rants fermés resteront soumis à l’action mutuelle trouvée précédem- 
ment. 

On pourra prendre pour U une infinité d'expressions et à chacune 
correspondra une action particulière. 


Seconde expression du potentiel mutuel de deux couranis fermés. 


27. Nous avons trouvé (n° 24), pour le potentiel de deux courants 


l’un sur l’autre, 
an "() ds ds' 
Neil [/ SC 


Fair \ as 
Wu )a) _. ( a) =. 


Or, en intégrant par parties tout le long de la ligne fermée s’, on a 


ÎZ 2) CLS RES dr dr ds! 
JG RE ds ds r° 


et, en substituant dans W, on obtient 


A tr dr dsds! 
N — IL RER CRC 
M Î[f CIS ECIS TE 


ou 


Ensuite, on a (n° 24) 


dr 
— — CoS6, 


dr ; 
2e RER cos 0, 


et il en résulte 
W——17 il Î AE ds ds’. 
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Acüon d’un courant fermé sur un élément de courant. 


28. Ayant trouvé l’action d’un élément de courant sur un élément 
de courant, on peut, par une intégration, trouver les composantes de 
l’action d’un courant sur un élément de courant. Nous avons obtenu, 
pour la force exercée par l'élément de courant ds’ sur l’élément I ds, 


UN A CR Er, ! ( 
d ds ds'— = (2 M IL ds ds', 


et cette force a été prise positive, quand elle tend à diminuer r. Ainsi 
(x, y,z)et(x’,y', 23") étant les points milieux de ds et ds’, nous avons, 
pour la composante suivant l’axe des æ de la force exercée par ds’ 
sur ds, 


ou 
x!" dr pes Ai - dr \ 
Fa ds ds (2%, © GP ER Er 0 al 


par suite, nous aurons pour la composante suivant l’axe des x de l’ac- 
tion du courant fermé s’ sur l’élément ds de courant 


Mae NS ET 
x=wa f(2" 8 CRT nt di ) ds" 


7? ds ds! r8 ds ds! 


l'intégrale étant prise sur tout le circuit s’. En intégrant par parties, 


on obtient 
TNT An dr d T— Z ; 
Î Fo Ga EE -f+ ds! 7 de 


f x — x dr dr ee d (= F) r ds!. 


r5 ds ds ds! a GS 


On en conclut 


1 dx! dr er NATIQr GR EE ga Pr 
je Das ee RS nent | eTCE 
— IT ds Î | r? ds! ds 5 7 NAS NUS: 2e ASUS! 


Cor) Fe Gr : 
= x — x! ds ds”. 
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On a ensuite 
=— à A) dx RUE (3 BTE 
= (x jee + ne ES 2); 
divisons par & — x’ et différentions par rapport à s’ : nous obtiendrons 
d RP EGREN EN 1 ANELCR dy 
(sr + ex | DA ait (æ he r|2 
1 SGD ds 
+ pe -0% es 


et, en substituant cette quantité dans Méxpreon de X, nous trou- 
vons la formule 


74 [2 l ! dx’ [A 
el fo 0% = Ca r | ds 
1 A l S dz' _ Al La {} 

fi as [ à E x der (a 2) De | ds" 


Les composantes Y, Z de la même force s’obtiendront par une per- 
mutation circulaire sur les lettres æ, y, z 


29. Désignons par 0’ l'angle de ds’ et de la droite r qui joint ds! 
à ds; puis projetons sur les plans de coordonnées le triangle construit 
sur r et ds’. Menons une normale N au plan de ce triangle, en choisis- 
sant sa direction de manière que N, ds’ et r se présentent dans le 
même ordre que les axes des z, des x et des y. Alors, si nous appelons 
À, p, y les cosinus directeurs de N, nous aurons pour les projections 
du triangle 
\rds'sin0 = (z— 3) dy —(y—7')dz! 
prds'sin0'—=(x— x')dz — (3— 2!) dx, 
vrds'sin0'=(y— 7") dx! — (x — x')dy!. 


D’après cela, les expressions de X, Y, Z deviennent 
re | En ARE sin 0’ ds, 
de — 
ee nf TE ins ds, 


dx — 
qu f HE pas 


r 
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Désignons ensuite par A, B, C les quantités suivantes : 


À sin 0 I GE da! 
A/R 0 a file 0-0] 
ph p- Sin 0! PAR ET IOPÉS 1, dz 2 Un Che ! 
Bd fi [ce 29% (La 
y sin 0’ I CH NA 
C = 73 ds' _ æ | Gr Y') el (= x) | ds’; 


ces quantités peuvent se mettre encore sous une autre forme. En effet, 
si l’on pose, comme au n° 21, 


! ; 21 
F — k ee GS G -- -[:2 À cie I CLSES H + = de ds’, 
? GS i 


on à aussi 


ST 
Qt 


ne ad dG ee dE dH evil dF 


va) GA TE da 7 Ge y 
Nous avons ensuite pour les composantes X, Y, Z 
X—Il(Cdy—Bd:), V—Il(Ad:—Caxz), Z—NW(BdxAdy). 
Désignons par L (fig. 10) la droite qui passe par le point (x, y, =) 


Fig. 10. 


E LA 
3 2 [ 
ke 2 
É 
0 É 
A. 


et qui se projette suivant À, B, C sur les axes des coordonnées. II ré- 
sulte des expressions de X, Y, Z que la force R que le courant fermé s’ 
exerce sur l’élément ds est perpendiculaire à la droite L et à l’élé- 
ment ds. De plus, la direction de la force R est telle que R, ds et L se 


présentent dans le même ordre que Oz, Ox et Oy. 
Le plan passant par L et ds a été appelé par Ampère plan directeur et 
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la droite L, qui ne dépend pas de la direction de @s, la directrice de 
l’action du courant s' au point (x, y, 2). D’ailleurs, en multipliant À, 
B, C par l', on obtient les composantes de la force magnétique du cou- 
rant s’ au point (æ,y, z) (n° 22). 

En ajoutant les carrés de X, Y, Z, on obtient 


R2— L12[L? ds? — (A dx + B dy + Cd:}] 
ou 
R=ITL dssin(L, ds). 
30. De cette formule on peut déduire le théorème suivant : 


La composante de la force, qu'un courant ferme exerce sur un élément 
de courant ds situé dans un plan P, prise suivant ce plan P, est indépen- 
dante de la direction de ds dans le plan. 


Soient MS (Jég. 11) la position de l'élément ds et R' la projection de 


Fig. r1. 


la force R sur le plan P; R est perpendiculaire à MS et à la direc- 
trice L, par suite perpendiculaire sur le plan SML. Désignons par « 
et 6 les angles du plan P avec RMS et SML; nous aurons 


T 
En ) 
2 


R'= KR cosa —R sin£, 


a + B— 


et, en mettant pour R sa valeur, 
R'= IT L ds sin (L, ds) sin. 


Désignons par v l'angle que L faitavec sa projection L! sur le plan P; 
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l’angle trièedre MSLL’ donne 


sinv — sin(L, ds) sinB, 


et il en résulte 
R'—=ILL ds sinu. 


Directrice d’un courant ferme infiniment petit. 


31. D’après ce que nous avons dit au n° 29, À, B, C sont les com- 
posantes de la force magnétique du circuit s’, lorsqu'il est traversé 
par un courant égal à l'unité; on peut donc poser 


ou de BE dP C dP 

dx dy z 
en désignant par P le potentiel d’une double couche magnétique ter- 
minée au circuit s’ et de puissance égale à 1. 

Supposons ensuite que le circuit s’ soit infiniment petit et puisse 
être considéré comme plan; désignons par o la surface plane comprise 
par s’, par r sa distance au point (æ,y, z) et par dn l'élément de nor- 
male à w mené du côté positif; nous aurons (n° 14) 


@ 
PE Boir 
et, par suite, 
d? I d? I Lui d? I 
HSE) Po. Re T° 


ou encore, en désignant par (+’, y’, z’) un point de ©, 


dd z—x! LOGE aide ze 
SO cN D B=ow FD , res = 
Solénoides. 


32. On appelle solenoide un système, considéré par Ampère, de 
courants infiniment petits, égaux enfre eux, normaux à une même 


ligne droite ou courbe, qui les traverse et qui est appelée l'axe du solé- 
è 
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noïde; ces courants se suivant à une distance constante infiniment 
petite, prise sur cet axe. On appelle pôles du solénoide les deux 
points de l’axe situés sur les plans des deux courants extrèmes. 

Dans la pratique, on réalise un solénoïde d’une manière très appro- 
chée, en enroulant un fil en hélice sur un cylindre ou une portion 
d’anneau de petit rayon, les tours du fil étant extrêmement voisins, et 
l’on fait revenir le fil parallèlement à l’axe, afin de détruire les effets 
de la projection du solénoïde sur l’axe. 

Concevons que l’axe du solénoïde soit rectifié, et qu'un observateur 
soit placé suivant l'axe du solénoïde, de manière à voir les courants 
tourner de droite à gauche. L'effet de chacun de ces courants sera le 
même que celui d’une couche magnétique dont le côté supérieur sera 
positif; done il est naturel d'appeler péle positif le pôle qui est du 
côté de la tête de l’observateur et pôle négatif celui qui est dirigé vers 
ses pieds. On peut aussi les appeler péle nord et pôle sud à cause de 
leur analogie avec les pôles d’un aimant. 

Désignons par / la longueur de l’axe du solénoide comprise entre le 
pôle sud et un point quelconque de cet axe. En remplaçant da par dl 
dans les formules du numéro précédent, nous aurons pour les projec- 
tions de la directrice du courant élémentaire dont le plan coupe l'axe 
au point (x', y’, =) 


Re ts -e 
] Bo Æ VE 


Les courants étant considérés comme infiniment rapprochés, dési- 
gnons par À dl le nombre des courants qui se trouvent sur d/. Pour 
avoir les projections de la directrice relative à tout le solénoïde, il 
faudra multiplier les expressions précédentes par Ad! et les intégrer 
dans toute la longueur de l’axe, et nous aurons pour ces projections 


[T — Lo 10 — GP 
JL — A0 | F — ‘) 
F 


\ 
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en désignant respectivement par (æ,, J:, 2) et (æ,, ÿ1, 3) les pôles 
positif et négatif P, et P,. 


33. D’après le n° 29, les composantes de l’action du solénoïde sur 
l'élément de courant ds, dont les projections sont dx, dy, dz, ont pour 


valeurs 


X=Il(Sdy—wd:), Y—IT (Ad: —E dx), Z— IL (18 dx — À dy). 


Or cette force peut être regardée comme la résultante de deux actions 
R, et R, dont les directrices L, et L, ont pour projections 


V4 La 2 Zz — 5 
bo — Lo 3 ) vb — h A 22 e, == IDR) ; =; 
T2 2 To 
TL — ZX; Y—Y 5 
db —=— A EU? Vi —=—hw AE = —/#2à 2 € 
1 1 7 


ces deux directrices ont donc les grandeurs suivantes 


/ / 
L LEA i — Oo 


2 
me 7 


et elles sont dirigées suivant 7, et r.. 
On obtient ensuite pour les valeurs de R, et R, (n° 29) 


,— Il L dsin(Ls, ds) = Who © sin(rs, ds), 
2 


R, = Il 20 & sin (7, ds). 
1 


Ainsi, l’action du solénoïde sur l’élément de courant ds peut être rem- 
placée par deux forces produites par ses pôles, et ces forces R, et R, 
sont perpendiculaires au plan mené par l'élément ds et par la droite r, 
ou r,. Mais il faut encore définir la direction de ces forces. 

La direction de L, se confond avec r,, en allant de l’élément ds vers 
le pôle P, (fig. 12). Les directions de R,, ds et L, doivent se présenter 
dans le même ordre que Oz, Ox, Oy (n° 29). Donc un observateur 
placé suivant ds et regardant P, a la force R, à sa gauche. 

De même, un observateur placé suivant ds et regardant P, aura la 
force R, à sa droite. 
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Quant à l’action de l’élément ds de courant sur le solénoïde, elle est 
égale et de sens contraire à celle du solénoïde sur ds. Ainsi, cette 
action sera celle qui sera produite par R; et R, égales et contraires res- 
pectivement à R, et R,. De plus, un observateur, étant placé suivant 


Fig. 12. 


Ra PP 
M 
J. g 
0 
y 
un 


ds, s’il regarde P,, aura R' à sa droite et, s’il regarde P,, aura R, à sa 
gauche. 

Les deux forces R! et R, sont appliquées à un point M de ds supposé 
lié au solénoïde. On pourra les supposer appliquées respectivement 
aux pôles P, et P,, en leur adjoignant deux couples situés dans les 
plans P,MR et P,MR, et dont les moments seront R;r, et R:72. 

Ces résultats ont été obtenus par Savary en 1823 ('). 


Action d’un courant fermé sur un solenoïde. 


34. Au lieu de l’action d’un courant fermé sur un solénoïide, on peut 
chercher l’action égale et directement opposée du solénoide sur ce 
courant. Or l’action du solénoide peut être remplacée par l’action fic- 
tive de ces deux pôles. Il suffit donc de chercher l’action d’un pôle de 
solénoide sur le courant. 

Les composantes de l’action du pôle P,, par exemple, sur un élé- 
ment de courant ds, sont, d’après le numéro précédent, 


X,= Il (2, dy — 1%, dz), 


En remplaçant .L,, 1,, ©, par leurs valeurs et intégrant sur tout le 


(1) Voir Mémoires de la Société française de Physique, t. Il, p. 338. 
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circuit s, on a, pour les composantes de la force de translation, 


(x) IÉAUTIE ou Pt de), 
1 1 


Démontrons ensuite que la somme des moments des forces élémen- 
taires, pris par rapport à toute droite passant par le pôle P,, est nulle. 
Pour simplifier, mettons l’origine des coordonnées à ce pôle : nous 
aurons 


fie EURE, 
ri 

Y, MIT ns 
1 

Di 


Pi 


Nous aurons donc, pour la somme des moments par rapport à l’axe 
des z, 


rè 


fex-yxk)=-nie [EESTI EE 768) 


et l'intégrale du second membre peut se transformer ainsi : 


CT AE IE) dE 0 TE). 
73 anses = 


elle est donc nulle, puisqu'elle est prise le long d’un contour fermé. 
La somme des moments par rapport à l’axe des + ou des y est de même 
nulle. 

Ainsi, l’action d’un pôle de solénoïde sur un courant fermé se réduit 
à une force unique passant par ce pôle. Donc, aussi réciproquement, 
l’action d’un courant fermé sur un solénoide se réduit à deux forces 
appliquées aux pôles P, et P, de ce solénoide. L'une de ces forces a 
pour composantes les expressions (x) prises en signe contraire et 
l’autre ces expressions avec Le changement de l’indice r en 2. 
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Action d’un courant fermé infiniment petit sur un pareil courant. 


39. Pour déterminer l’action mutuelle de deux courants fermés 
infiniment petits, substituons-y l’action mutuelle de deux couches 
magnétiques dont les bords sont situés sur les lignes des courants. 

S1 I et L’ sont les intensités des deux courants, ce sont aussi les puis- 
sances des deux couches magnétiques. Désignons par w et w' les aires 
renfermées par ces courants, par (x, y, =) et (x', y’, =’) les centres de 
ces aires et par dn et dn' les éléments de normale aux couches, menés 
du côté positif. 

r étant la distance des deux centres, on a pour le potentiel du pre- 
mier aimant au point (x',y', z') (n° 31) 


dr=! 


PES TE 


et le potentiel du second aimant sur le premier est (n° 18) 


NÉ et) 
Dre iii 


On a ensuite, pour les composantes de l’action du second aimant sur 
le prerier, 


NT RC RER dm 
UN Chad on 
aW — TT 1 d ba = 

Ten os dndn' 1 ? 
ANNEES RETMRREERT 

ARTS EE dr rore 


Action mutuelle de deux solénoïdes. 


36. Désignons par Z'et /' les longueurs des arcs de solénoïdes, comp- 
tées à partir des pôles négatifs, et, en général, employons les mêmes 
lettres qu’au n° 32 pour le premier solénoïde et affectons ces lettres 


d’un accent pour les quantités correspondantes dans le second solé- 
noide. 
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La composante suivant l’axe des + de la force produite par les cou- 
rants normaux à d{' sur les courants normaux à d/ est, d’après le nu- 
méro précédent, 


ee GP Go 
A En ! 
h'IT'o0 MN di dl, 


et la composante de la force produite par le second solénoïde sur le 
premier sera 
= ITT/ ! d x—a2! 1 
= jo II out [ far Ts did, 


les intégrales étant prises le long des axes des solénoïdes depuis le pôle 
négatif P, ou P, jusqu’au pôle positif P, ou P,. Les deux intégrations 
se font immédiatement et, en désignant par r;,; la distance du pôle P, 
au pôle P;, on a 


»3 8 D n à 
2e Tai Ti, ri 


Ÿ Lo TL Lo — ZX Li — TZ Dr = GP 
X AW a | 2 = À L 1 È L ") 


et l’on obtiendra les deux composantes de la même force suivant les 
axes des y ou des z, en changeant la lettre x en y ou z. 

Donc, en ne s'occupant pas d’abord des couples, on peut remplacer 
cette force par les actions des pôles P' et P, sur les pôles P, et P., 
l’action étant répulsive pour des pôles de même nom et attractive pour 
des pôles de nom contraire; ces forces agissent en raison inverse du 
carré de la distance, et leur grandeur pour l'unité de distance est 


hh'I'o0). 


Tout solénoide S peut être remplacé par deux solénoiïdes infinis S,.. 
etS, qui ont un pôle à l'infini et qui ont pour autre pôle, l’un le pôle 
positif P,, l’autre le pôle négatif P, de S. On peut de même remplacer 
un second solénoïde fini S’ par deux solénoïdes infinis S' et S’. Done, 
pour avoir l’action de S’sursS, il suffit de prendre les actions de S, ets, 
sur S, elS,. Or S, pouvant être considéré comme un système de cou- 
rants, l’action de S, sur S,, par exemple, se réduit, d’après le n° 34, à 
une force unique passant par le pôle P,; de même cette force passe 
par P,. Il n’y a donc pas d’autres actions que celles qui ont été données 
ci-dessus entre les pôles. 
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Action d’un aimant sur un courant. 


37. En général, dans les aimants, il n’existe pas véritablement deux 
pôles, c’est-à-dire deux points tels que l’action extérieure de l'aimant 
puisse être remplacée par l’action de ces deux points en lesquels on 
imagine concentrées des masses de magnétisme égales et de signe 
contraire. 

Toutefois on a vu, dans la théorie du Magnétisme (Théorie du Po- 
tentiel, I° Partie, Chap. IV), qu’on peut concevoir un corps allongé de 
section très petite, dans lequel le magnétisme soit distribué uniformé- 
ment et dont l’action soit équivalente à celles de masses de fluide ma- 
gnétique égales et de signe contraire, placées sur ces deux bases. 

Ces aimants ont été appelés so/énoïdaux simples, précisément à cause 
de leur complète analogie avec les solénoïdes d'Ampère, dont l’action, 
comme nous avons vu, peut être remplacée par celles de deux pôles 
situés à leurs extrémités. Ainsi, les lois trouvées ci-dessus pour les 
actions entre les solénoïdes et les courants peuvent être appliquées 
aux actions entre les aimants solénoidaux simples et les courants. 

Ces aimants solénoidaux sont à peu près impossibles à réaliser dans 
la pratique; mais, si l’on emploie des cylindres longs et de petite sec- 
tion, aimantés avec soin à saturation, on peut admettre avec une 
grande approximation que l’action d’un tel aimant est équivalente aux 
actions de deux pôles situés vers les extrémités, et que cette action est 
encore la même que celle d’un solénoide. 

Supposons qu’on remplace deux de ces aimants par deux solénoides 
qui aient respectivement les mêmes pôles que ces aimants. L'action 
entre les pôles positifs, à l’unité de distance, aura pour grandeur 


(1) kh'I' ww! ; 


désignons par et x’ les masses magnétiques des pôles positifs des 
deux aimants; l’action entre ces deux pôles à la distance 1 est un et, 
en égalant cette action à la précédente, nous obtenons 


(2) a = jt ee) = ue 


38. L'action du pôle positif P d’un solénoïde, dont les éléments sont 
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k, 1, w, sur un élément ds de courant d'intensité 7, a pour grandeur 
(n° 33) 
OS 
KR —Aloy — sin(r, ds), 


r étant la distance entre P et ds, et cette force est perpendiculaire au 
plan mené par ret ds. En remplaçant, d’après ce que nous venons de 
voir, 2lw par , nous aurons, pour l’action du pôle positif d’aimant 
sur un élément de courant ds, 


(3) R=pj® sin(r, ds), 


et la direction de la force reste la même. 

On peut remarquer maintenant que le choix qui a été fait (n° 14 
et 25) du coefficient de l’action électrodynamique simplifie un peu les 
formules précédentes. Si, comme Ampère, on avait divisé la formule de 
cette action par 2, l’expression (1) eût été multipliée par + et l’on aurait 
eu, au lieu de (2), 

hlo = pV2. 


39. Cherchons l’action d’un pôle positif P d’aimant sur un courant 
dont le circuit est formé de deux lignes droites AB, BC, qui font entre 
elles un angle 24 et supposons le pôle P sur le prolongement de la bis- 
sectrice de cet angle. 

Désignons par b la distance de P (g. 13) à la droite AB et par w 


Fig. 13. 


EX 


l’angle BMP. Comptons la ligne s à partir de B, et nous aurons 


s = BM — bcotu — bcota, 
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Donc, d’après la formule (3), on a, pour l’action du pôle P sur l’élé- 
ment de courant ds, | 
R — — F7 sinu du. 

b 
Cette force est perpendiculaire au plan de l’angle et, d'apres le n° 33, 
elle est dirigée en avant du plan de la figure. Donc toutes les actions 
élémentaires exercées par le pôle P sont parallèles et de même sens, et 
elles ont pour résultante 


. 0 . 
er TRES À 
5 j SAUT b (I — cos); 


en introduisant BP — a au lieu de b, on a, pour la force qui sollicite le 
courant, 


(04 
(4) 2 _. tang 
et cette force est perpendiculaire au plan de l’angle et dirigée en avant 
de ce plan. La force exercée par le courant sur le pôle P est égale et de 
sens contraire, et tend à faire mouvoir P en arrière du plan. 
La formule (4) a été obtenue par Biot et Savart au moyen de l’expé- 
rience, et Laplace en avait conclu la formule (3) pour l’action entreun 
pôle d’aimant et un élément de courant. 
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INDUCTION PRODUITE DANS LES COURANTS LINÉAIRES. 


Dans le Chapitre précédent, nous nous sommes occupés seulement 
des forces mécaniques qui agissent entre des circuits linéaires sup- 
posés traversés par des courants constants ou encore entre un tel cir- 
euit et des aimants. Ces forces tendent donc à faire mouvoir les aimants 
ou les conducteurs linéaires qui portent ces courants. 

Mais, si l’on déplace effectivement, par rapport à un courant S, un 
aimant où un autre courant S’, il se produira pendant ce déplacement 
une modification dans l'intensité du courant S ou, en d’autres termes, 
le circuit qui porte le courant S sera traversé par un autre courant. On 
peut aussi laisser fixes les courants S et S’, et, si l’on change l'intensité 
de S’, il en résultera encore pendant ce changement une modification 
dans l'intensité de S. 

Ces phénomènes, qui ont été reconnus expérimentalement par Fa- 
raday, portent le nom de phénomenes d'induction. Nous allons les dé- 
montrer et les calculer dans ce Chapitre. 


Potentiel d’aimants ou de courants sur un courant lineaire ferme. 


1. Considérons un aimant H et un courant électrique fermé S d'in- 
tensité I. Construisons une surface o terminée à la ligne du courant et 
prenons cette surface pour la surface moyenne d’une couche magné- 
tique de puissance I. Nous avons vu que l’action de l’aimant H est la 
même sur le courant S que sur la couche magnétique et qu'ainsi le 
potentiel de H sur le courant S a pour expression (Chap. II, n° 18) 


dP 
1 f Pr do 
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ou 


dP dP dP 
(a) ff COS À + 7 COS + cos) do, 


P étant le potentiel de l’aimant H au point (x, y, =) situé sur do, 
dn V’élément de la normale à do, menée du côté positif, et À, u, v les 
angles de cette normale avec les axes de coordonnées. 

D'autre part, dans le Chapitre IT (n° 21), nous avons vu qu'on a, 
pour le potentiel d’un courant S’ sur un courant S, la formule 


W —— ir fx cos À + Y cosu + Z cosy) do, 


l'intégrale étant étendue, comme ci-dessus, à la surface 6 limitée à S, 
et l’on a 
dH dû - dF M __dG dF 
| = Fe ay 


où F, G, H sont des intégrales prises tout Le long de S’ et sont fonctions 
de x, y, z, coordonnées d’un point situé sur S. La fonction W peut 
aussi s’écrire 
D die ve 
W— nf (FT +E +HT)d 
Si nous avons un nombre quelconque de courants S’ définis par les 
quantités F, G, H, l’, posons 


(b) D'TXE—CT: DIE NU DA Z ee S 
>2TFE — À, ZE, 2TH — 5, 


le signe À servant à sommer des quantités semblables pour tous les 
circuits; %&, Ww, © sont les composantes de la force magnétique totale 
exercée par les courants S’ (Chap. IT, n° 22), et nous aurons 


MCD OO ARTE US SNAG NE 
(e) PE dy den Das AS TRErA 


Nous obtenons alors pour le potentiel de tous les courants S’ sur le 
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courant S les deux formules 


(d) W =—1f (x cos À + 15 cos + © cosy) do, 
- dx dy ds 
—\— RES (CEA JR ] 
(a) MW 1 f(< ne + 5%). 


Enfin, si nous considérons le potentiel W d’un système d’aimants et 
de courants sur le courant S, nous poserons, au lieu des équations (b), 
les trois suivantes : 

db 


DIX = — À Eu 
dx R 7 


en désignant par P le potentiel des aimants; puis nous poserons les 
formules (c), qui définiront #, G, 6, et le potentiel W sera encore 
donné par les formules (d) et (e). 

La force dont les composantes sont 1, w, € est la force magnétique 
exercée par Les courants S’ et par les aimants. 


2. Action électrodynamique sur un élément de courant. — Nous avons 
trouvé (Chap. IF, n° 29), comme conséquence de la loi d'Ampère, que 
l’action du courant S’ sur un élément de courant [ds a pour compo- 
santes 


à d dz\ 
(f) = (1% de a) 

Ensuite tout aimant peut être partagé en parties infiniment petites, 
assimilables à des éléments de doubles couches, et les actions de ces 
éléments de doubles couches peuvent être remplacées par celles de 
courants infiniment petits. D’après cela, désignons encore par &, w, 
e les composantes de la force magnétique provenant des courants et 
des aimants, et, en sommant des expressions telles que (f), nous 
aurons, pour l’action électrodynamique produite sur un élément de 
courant par les courants et les aimants, la force dont les composantes 


sont 


© dy dz\ 5Y=— dz dx L — fl de dy 
x=1(e D WE) 4, LT -eS ds, PO | Ve ds SE ds ds. 
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3. Idées d’Ampêére sur le magnétisme. — Bien que nous venions de 
substituer à l’action d’un aimant celle d'un nombre infini de courants 
fictifs, nous n’admettons nullement les idées d'Ampère sur le magné- 
tisme. 

Suivant Ampère, chaque particule d’un barreau aimanté renferme 
les deux électricités qui se meuvent en un circuit voltaique permanent 
dans l’intérieur de cette particule. 

Mais nous savons qu’un courant en général éprouve une résistance 
el, par suite, engendre de la chaleur. Il devrait donc se produire une 
dépense continuelle d'énergie dans un aimant, ce qui est absurde. Il 
est vrai que, pour éluder cette difficulté, on a fait la supposition que 
ces courants ne rencontrent aucune résistance; mais cette hypothèse 
n’a aucune vraisemblance. 

IL faut remarquer aussi qu’on sait maintenant que tout système de 
courants permanents qui traversent un corps a un potentiel électro- 
moteur, et nous verrons dans le Chapitre suivant que ce potentiel pro- 
vient d’une double couche d'électricité qui enveloppe ces courants. 
Ainsi la théorie du magnétisme d'Ampère n’a pas même pour elle une 
apparence de simplicité. 

Remarquons aussi que la polarisation électrique, que nous avons 
étudiée (Théorie du potentiel, N° Partie, Chap. II et IV), est un phé- 
nomène tout semblable à celui du magnétisme, et le raisonnement 
d'Ampère ne peut même plus être essayé pour expliquer ce phénomène. 


Force électromotrice d’inducition. 


4. Supposons que des aimants soient déplacés par rapport à un cir- 
cuit conducteur S traversé par un courant et, pour simplifier, suppo- 
sons que, pendant un instant de de ce déplacement, l'intensité I du 
courant reste constante. Cette intensité [ représente l'intensité du cou- 
rant de la pile modifiée par l'induction. 

Comme le potentiel W du courant sur les aimants renferme le fac- 
teur [, représentons-le par TE. Le travail électromagnétique qui en 


un _ dW daï 
provient pendant l'instant dt sera — pe COUT “x dt (Chap. I, 


n° 23). Le travail de la force électromotrice E, développé par une pile 
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dans le circuit conducteur, sera EI de (Chap. IT, n° 1) et le travail qui 
produit la chaleur dans ce fil est I2R dr, R étant la résistance du fil. Le 
travail développé par la pile doit être égal au travail absorbé dans les 
deux autres actions; ainsi l’on a 


El dt = PR dt— no 
dE 
ou 
are 
dE 


Ainsi la force électromotrice, qui serait E sans le déplacement des 


, : ad dl ; : 5 
aimants, devient E + DE donc —— est la force électromotrice d’in- 


l di 
duction produite dans l'instant dé par le mouvement des aimants. 
Au lieu de déplacer des aimants par rapport au cireuit S, faisons 
mouvoir d’autres courants et admettons qu’on les puisse maintenir 
constants. Désignons encore par W ou III le potentiel de ces courants 
sur S; Supposons aussi que l’intensité 1 de S reste constante pendant 


e Là , o al 
de et, par le raisonnement précédent, on obtient encore = pour la 


force électromotrice induite dans S pendant cet instant. 

La détermination de la force électromotrice d’induction par Le prin- 
cipe de la conservation de l’énergie a été donnée, en 1846, par M. Helm- 
holtz (vosr tome I de ses Mémoires, p. 62). 


Recherches de F. Neumann. 

5. Franz Neumann .a donné le premier, en 1845, une théorie ma- 
thématique des courants induits. Il est arrivé à ses résultats d’une 
manière assez longue, en s’appuyant sur la formule d'Ampère rela- 
tive à l’action entre deux éléments de courant. Regardant le circuit 
inducteur comme fixe et le circuit induit comme mobile, il admet que 
la force électromotrice d’induction produite dans chaque élément du 
cireuit induit est proportionnelle à la vitesse du déplacement de cet 
élément et à la composante de la force d'Ampère suivant la direction 


du déplacement. 
Mais nous allons employer l'expression trouvée dans le numéro 


52 CHAPITRE III. 


précédent pour la force électromotrice d’induction à la détermination 
des résultats obtenus par Neumann. 

Supposons un circuit inducteur S' traversé par un courant d’inten- 
sité constante L’ et un autre circuit S qui n’est d’abord traversé par 
aucun courant. Si l’on produit un mouvement relatif entre les deux 
circuits, il en résultera dans S une force électromotrice d'induction 


dt” 


I étant le potentiel du courant S’ sur le circuit S supposé traversé par 
un courant égal à l'unité. Comme II renferme l’ en facteur, posons 


IH ——M'; 


alors M sera le potentiel, changé de signe, d’un circuit sur l’autre, 
quand ces deux circuits sont traversés par un courant égal à l’unité 
et, d'après ce que nous avons vu (Chap. Il, n° 22),ona | 


u= ff SE das, 


e étant l'angle des éléments ds, ds' des deux circuits et r leur distance. 


Nous avons donc 


dM 
| Vin 
= V7 


À > R étant 


L'intensité ; du courant induit a évidemment pour valeur 


la résistance du circuit S; ainsi nous avons 


_I'a 


R 


Si le circuit S est transporté d’une position connue à une autre, on 
aura pour le courant intégralinduit, c’est-à-dire pour toute la quanuté 
d'électricité qui traversera une section de ce conducteur pendant son 
mouvement, 


: l' 
J= fiar=— (M), 


l'indice o ou : indiquant qu’on prend la valeur de M à l’instant initial 
ou final. 
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6. Neumann passe ensuite de la manière suivante au cas où l’inten- 
sité l’est variable : 

Si, S restant fixe, nous amenons le courant S/ d’une distance in- 
finie, nous aurons le courant intégral qui traversera S, en appliquant 


la formule précédente et y faisant M, — o; nous avons ainsi, pour ce 
courant, 


[' 
(a) J=— LM. 


Mais nous obtenons une action identique si S’, étant resté immobile 
dans la dernière position, est traversé brusquement par un courant 
d'intensité l’. Ainsi, dans ce cas encore, le courant intégral induit 
sera égal à (a). 

Supposons ensuite que l'intensité l’, d’abord constante, se change 
brusquement en [, l'intensité l’ se sera donc accrue de LI! — J', et cet 
accroissement produira dans S le courant intégral d’induction 

I — 71 


Mon 


Enfin, si l'intensité L’ varie d’une manière continue, à l’accroisse- 
ment d[' produit pendant dé correspondra le courant différentiel in- 
duit 


jdt=— =Mdl!. 


Maintenant produisons simultanément un déplacement relatif des 
conducteurs et un changement dans l'intensité l’, le courant diffé- 
rentiel induit se composera des deux parties, dues à ces deux causes 
prises séparément, et nous aurons pour ce courant 


: I RATS 
ou 
jure 


IR m6 


Arte ; : ï : : d(l'M 
Ainsi la force électromotrice d’induction sera — =, et nous 


10 
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aurons pour le courant intégral 
(b) 1=— ROM) — (EUM)], 


les indices ayant la même signification que ci-dessus. 

On voit donc que le courant intégral, ou la quantité d'électricité 
qui traverse une section du conducteur induit, ne dépend que de Ja 
valeur de I'M à l'instant initial et à l'instant final. 

Le courant J pourra être constaté par l'aiguille d’un galvanomètre, 
et, si le temps qui s'écoule entre les deux positions extrêmes du sys- 
tème est très petit par rapport au temps que met l'aiguille du galvano- 
mètre à se déplacer, la grandeur de la déviation ne dépendra que 
de J. 

Les formules précédentes sont encore applicables si Îe conduc- 
teur S subit une déformation qui n’altère pas la grandeur de ses élé- 
ments. 

Supposons ensuite que le conducteur S change de forme en prenant 
de nouveaux éléments, ainsi qu’il arriverait si le circuit se composait 
d'une pièce fixe KFL (/ig. 14) fermée par une pièce mobile EG qui se 


x K 
NE 


2. 
X \ 


24 
à) 
di. 


transporterait dans le temps £ de EG en E’G’. Alors l'expression trouvée 
pour J ne serait plus admissible, parce que la résistance R du cireuit 
serait variable et augmenterait par l’accroissement du circuit. Néan- 
moins, dans le temps d, R peut être regardé comme constant, et l'on 
a encore, pour le courant différentiel, 


o I INT). 
ei == x 44 M ) ; 
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on a donc, pour le courant intégral, la formule 


Me tr d(T'M) 
=-f à ro 


dans laquelle R est considéré comme une fonction donnée de s. La 
d(XY'M) 
dE 


force électromotrice d’induction est encore — 


7. L’extra-courant est un courant produit par l’action d’un courant 
sur lui-même. On l’obtient en supposant dans la formule (b) que l’in- 
ducteur S’ coïncide avec le circuit induit S. On aura ainsi, pour le 
courant intégral qui provient de cette induction, 


— li Lo), 


en désignant par L le potentiel changé de signe du cireuit sur lui- 
même, quand il est traversé par le courant-unité. La force électro- 
d(IL) 


motrice d'induction sera — —7- Remarquons que L n’est variable 


qu’autant que le cireuit se déforme. 
Supposons que le courant soit brusquement intercepté dans le cir- 
euitS. Alors l’intensité du courant passera de la valeur I à Ia valeur o; 


\ 


le courant subit donc un accroissement d'intensité égal à — I, et l’on 


Je DES 
aura, pour le courant intégral d’induction, l'expression & L. 


Inductuon mutuelle de deux courants. 


8. Soient I l'intensité du courant d’un circuit S, E la force électro- 
motrice donnée que l’on communique à ce circuit, R la résistance du 
circuit et enfin L le potentiel changé de signe du circuit sur lui-même 
quand il est traversé par un courant-unité. Désignons les mêmes quan- 
tités relatives au second cireuit S’ par les mêmes lettres accentuées, 
puis représentons par M le potentiel changé de signe de S sur S’quand 
ces deux circuits sont traversés par un courant-unité. 

La force électromotrice provenant de l'induction de S sur lui-même 
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d(LD) 
dt 


SUR S ESt S (MP). Ainsi nous avons cette équation relative au pre- 


est — 


et la force électromotrice provenant de l'induction de S° 


mier circuit 
d AU 
E — ge A + MI MUR 


et nous aurons de même, pour le second circuit, 
— É(Lr+MD= TR. 
di 


Si l’on suppose que les deux circuits sont de forme invariable et 
sont fixés, alors L, L’, M sont des quantités constantes qu ’on pourra 

obtenir, au moyen du calcul, d’après les figures des circuits ou, plus 
facilement, au moyen de certaines expériences. Les deux équations 
précédentes, qui sont différentielles du premier ordre par rapport à I 
et [’, pourront donc servir à déterminer ces deux inconnues. 

Il en sera encore de même si les déplacements des deux circuits 
sont produits par l’expérimentateur, car L, M, L pourront alors être 
considérés comme des fonctions connues de z; mais ces deux équa- 
tions ne suffiront plus à la détermination de I et l' si les circuits sont 
mobiles et abandonnés à leur action électrodynamique. 


Théorie de l’action mutuelle des circuits électriques. 


9. Concevons un système quelconque de circuits électriques qui 
soient mobiles. Les courants agiront les uns sur les autres en dépla- 
cant les conducteurs qui les portent et aussi en faisant varier leurs 
propres intensités. Enfin ces circuits pourront aussi être sollicités par 
des forces mécaniques autres que celles qui proviennent des courants. 

On peut, comme l’a fait Maxwell, appliquer à ces mouvements Îles 
équations différentielles de Lagrange relatives à un système soumis à 
des liaisons. 

Désignons par g;, gs, .…., qu les # variables indépendantes qui fixent 
à chaque instant un système mobile. Pendant un déplacement imfini- 
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ment petit, le travail de toutes les forces qui agissent sur le système 
sera de cette forme 


Q1 0g1 + Q2 dge +... + Qxdgz, 


le signe à indiquant la variation des quantités g, et chaque coefficient Q, 
de cette expression peut être considéré comme une force qui tend à 
faire croître la variable g;. Désignons aussi par T la demi-force vive du 
système. Les Æ équations du mouvement seront renfermées dans la 
formule 


LT aT 


(A) dt dq. dqs = Q,, 


s étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., #. 

T est, en général, fonction des variables g; et il est une fonction 
homogène et du second degré des quantités g,, dérivées des g; prises 
par rapport au temps £. 

Adoptons ensuite pour le système en mouvement celui des circuits 
et de leurs courants. Nous avons vu dans le Chapitre I (n° 4) que 
l'intensité d'un courant est proportionnelle à la vitesse des molécules 
électriques. Ainsi nous devrons prendre pour une partie des déri- 
vées g, des quantités proportionnelles aux intensités I,, L,, ..., [, des 
courants qui traversent les circuits, et les quantités g; correspondantes 
n’entreront pas dans T; mais T dépendra, en outre, de r variables g,, 
Qos =. Gr» Qui déterminent les positions des circuits, et de leurs déri- 
VÉES 4,14, -.., q,. D'après cela, posons 

D UTP EM UT Le 
SEVRES ACETET RE 


les quantités L,, L,, M,,, ..., H,, H,, K,:, ... étant des fonctions de 
Jus Yes +. Qr. Pour toute la généralité, il faudrait supposer que T ren- 
ferme aussi des termes de la forme Ugl;; mais nous verrons bientôt 
que T ne contient pas de pareils termes. 


10. Force électromotrice d'induction. — Appliquons l'équation (A) 
à la détermination de la force électromotrice d’induction produite dans 
le circuit S,, où l'intensité du courant est I,. Pour cela, dans cette 
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équation remplaçons g! par I, et supposons T indépendant de q.. Alors 
Q, représentera la force électromotrice E excitée dans le cireuit, di- 
minuée de la force RI, de résistance du circuit. Nous aurons donc 


d aT 


Ton 


Ainsi la force d'inertie — = U est la force électromotrice d’induction 
1 


produite dans le circuit S.. 

Nous avons dit que T ne renferme point de termes de la forme Ug;l,. 
Et, en effet, il en résulterait dans l'expression de la force électromotrice 
d’induction des termes de la forme 


d RU dg; . 
nr ml dt ? 


par suite, sans l’action d'aucun courant extérieur et par le seul effet 

des mouvements des cireuits, on produirait un courant dans le cir- 

cuit S,; ce qui peut être considéré comme contraire à l'expérience. 
Nous avons done pour la force électromotrice d’induction produite 


dans S, 
d aT d 
= di di, ne di (L;, I, + M, 2 L + M,,: L +. . 2): 

Cette expression est toute semblable à celle que nous avons trouvée 
(n° 8) pour la même quantité. Donc L, représente le potentiel changé 
de signe du circuit S, sur lui-même, M,, le potentiel changé de signe 
de S, sur S,, etc., quand ces circuits sont traversés par un courant 
égal à l'unité. 


11. Action électrodynamique. — Appliquons ensuite l'équation (A) 
à la détermination de la force électrodynamique, qui tend à faire croitre 
une des variables g qui servent à fixer à chaque instant les positions 
des circuits. 

Soit Q, la force mécanique appliquée au système et qui tend à faire 
croître g;,; NOUS aurons 


_d ar, dt 
RU EE 
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Partageons T en deux parties : l’une T, homogène et du second degré 
par rapport aux intensités I des courants, ue T, homogène et de 
second degré par rapport aux dérivées g. Cette équation D de 


Q,:+ 


aT, s a | 


dgs  \dt ag, dgs 


La force d'inertie se compose donc de deux parties, dont la première, 


aT ; 
ane dépend seule des courants et donne la force appelée éectrodyna- 
mique. La seconde partie, 
d dt, dm, 
re Ge. 


se présente dans tout système en mouvement. 


Action mutuelle de deux courants. 


12. Nous avons trouvé (n° 8) ces deux équations relatives à l’induc- 
tion de deux circuits 


(x) E —IR — ©(LI + M), 


=Z 

(2) De er) 
Supposons ces deux circuits mobiles et abandonnés à leur action élec- 
trodynamique. Désignons par g,, g,, ..., q. les r variables indépen- 
dantes qui déterminent les positions des deux circuits. On exprimera 
L, M, L’au moyen de ces variables; on transformera aussi l'expression 
de la demi-force vive T, des conducteurs dans les variables g et leurs 
dérivées g’, et, d’après le numéro précédent, on aura r équations de 
cette forme 


DR CA EN OMRRE GES 
“ did de dd de 2m 


Il en résultera r + 2 équations pour déterminer I, let les r variables g. 
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Multiplions les équations (1) et (2) respectivement par I di et l'dt et 
ajoutons : nous aurons 


(4) (ŒEL+ EL — RL — R'12)dé = I d(LI + MI!) L'A(L'1 + MI). 


Le premier membre de cette équation représente, pour le temps d, 
l'excès du travail des piles sur le travail absorbé par la chaleur, et le 
second membre, pris avec signe contraire, représente le travail dû aux 
actions inductrices. 

Changeons le signe du second membre de la formule (4) et, en le 
transformant, nous obtenons pour le travail élémentaire des actions 
inductrices 


— 1d(LP + 2MITI + L'I?) —1(P4L + 211 4M + 1'24L'). 


Le travail élémentaire électrodynamique s’obtiendra en multipliant le 
second membre de l'équation (3) par dg. et ajoutant toutes les expres- 
sions semblables; ce qui donne 


1(P4L + 211 dM + l°4L'). 


Dans le cas où les deux circuits n’éprouvent pas de déformation et 
où les intensités I et l’ restent constantes, le second membre de l’é- 
quation (4) se réduit à 211 4M et le travail électrodynamique est égal 
à Il’ dM. Les piles doivent donc fournir un travail double du travail 
électrodynamique, en outre de celui qui est nécessaire pour vaincre 
la résistance des conducteurs; ce qui a été d’abord remarqué par 
W. Thomson. 


Remarques sur la théorie précédente de l'induction des courants linéaires. 


13. Nous verrons dans le Chapitre IV que, lorsqu'un conducteur 
homogène quelconque est traversé par un courant permanent, il se 
recouvre d’une double couche d'électricité dont le potentiel, joint au 
potentiel de l’électricité des fils qui apportent et emmènent le courant, 
est nul en tout point extérieur. 

Or considérons deux circuits électriques et supposons que les cou- 
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rants soient apportés et emmenés pour chaque circuit par deux fils 
parallèles très voisins et très longs, dont les secondes extrémités soient 
très éloignées du circuit. L'action extérieure des couples de fils paral- 
lèles sera négligeable. Si ces deux circuits sont d’abord fixés et tra- 
versés par des courants permanents, ils se recouvriront de doubles 
couches et ces doubles couches sont sans action à l'extérieur. Mais, si 
l’un des circuits se déplace par rapport à l’autre, les courants seront 
modifiés et en même temps les doubles couches d'électricité change- 
ront; de plus, il y aura de l'électricité libre à l'intérieur et à la surface 
du fil. Pour plus de commodité, nous donnerons à l’ensemble de la 
double couche et de l'électricité libre le nom d’ékectricité libre. 

Or, dans la théorie des n° 9-12, on tient compte seulement de l’ac- 
tion des courants et nullement de l'électricité libre. Cependant, si 
l'électricité libre de chacun des fils a une action extérieure, elle doit 
modifier l'électricité libre de l’autre fil, et ces deux électricités libres, 
modifiées par leurs actions mutuelles, agiraient à leur tour sur les 
courants. Les lois de l'induction des courants linéaires seraient donc 
plus compliquées que celles que nous avons obtenues. Donc, pour que 
la théorie précédente soit exacte, il faut admettre que l'électricité libre, 
en se modifiant sur chaque circuit, demeure cependant sans action à 
l'extérieur, comme lorsque les circuits sont traversés par des courants 
permanents. 


Force electromotrice d’induction sur un circuit en mouvement. 


14. Nous avons vu (n° #) que la force électromotrice d’induction 
qui agit sur toute la longueur d’un courant fermé S est donnée par la 


dil x , à Ce ) - LES 
formule > où l’on peut prendre pour IL (n° 1) l'expression 
x dx Ad 


l'intégrale étant étendue à tout Le circuit S. 
Supposons que le circuit S se meuve dans un champ contenant des 


! GA Dee 
aimants et des courants. Pour calculer ne il faudra donc considérer 


II 
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les points (+, y, 3) du circuit S comme variables avec #, et nous aurons 


dd d$ dx d6 dy. d8 ds 
TT dE ds dt ds dt ds 


ds 
d$ dx  dG dy  d$ dz\dx 
Ke) RÉ 
e dx dy 
F( + SEX +6) 


les points indiquant deux autres intégrales ed à la seconde. 


dG 


Dans cette seconde intégrale remplaçons > et © à par leurs valeurs 


tirées des équations (c) du n° 1; elle se ne en la suivante : 


dy _ d$\ dx 
— f(e CH GR a) dt ds 


Si l’on joint le dernier terme de cette expression au premier terme de 
la derniere intégrale de (A), on a 


d$ dx 
—f(Z dt +5) 4= GE ÉTCE D )ds=0. 


On en conclut la première ligne de la formule suivante 


dau d$ dx - dy dz\ dx 
Aie [Frs — f(e$ RES Ee 

dG d ds dy 
me Da [(v2 Rep) ad 


dS dz CCR EULVANCLE 
di ds -f(s2 AT) ds 


et les deux autres lignes s’en déduisent par analogie. Toutes les quan- 
dy dz 


ee ' ; SAS ; LE dx 
tités soumises au signe d'intégration sont multipliées par — > -= ou — 
Ë © 6) l Î ds” ds ds 


et l’on peut écrire 


di ACT dy dz 
(B) D=-f(ertas+nr)a 
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en posant 
d$ d dz 
em 7 LE 
dG dz AE 
“oi on EN RS dt” 
di dx dy 
ut 


On obtient ainsi la force électromotrice d’induction produite sur le 
courant S. Mais, du raisonnement précédent, on ne peut conclure que 
la force électromotrice d’induction produite sur ds soit 


dx dy dz ; 
(C) —(nr+02 + a): 


car, si l’on augmente les quantités ©,, ©,, ©. respectivement de 


en désignant par y une fonction arbitraire de x, y, z et 4, l'intégrale (B) 
n’est pas changée. Néanmoins, par d’autres considérations, nous se- 
rons conduits plus loin à regarder l'expression (C) comme représentant 
la force électromotrice d’induction qui agit sur ds. 


Loi de Weber. 


15. La loi d'Ampère donne l’action électrodynamique entre deux 
éléments de courants; om peut aussi d’une loi donnée par Wilhelm 
Weber déduire l'induction entre deux pareils éléments. 

Weber a imaginé de considérer l’action de chaque molécule d’élec- 
tricité positive ou négative d’un des éléments de courant sur chaque 
molécule d'électricité de l’autre élément de courant, et, par de cer- 
taines considérations physiques jointes à la supposition que l’expres- 
sion analytique de cette action soit d’une forme simple, il fut conduit 
à la loi qui porte son nom; il vérifia ensuite que cette loi conduit à 
celle d'Ampère (Mémoires de la Société Royale des Sciences de Saxe, 1 846). 
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Soient mn etm' deux molécules électriques séparées par la distance r; 
Weber donne, pour l’action mutuelle qui s'exerce entre ces deux mo- 
lécules, l'expression 


(a) nm(£ NE , ; 


AN de 


cette force étant dirigée suivant la droite qui les joint et étant regardée 
comme positive lorsqu'elle est répulsive. Le premier terme de cette 
formule donne la loi de Coulomb et le second donne les actions élec- 
trodynamiques et d’induction. Le premier terme a été affecté d'un 
coefficient c?, parce que l’unité de masse électrique n’a pas été prise la 
même dans l’électrostatique que dans l’électrodynamique. Gette for- 
mule peut aussi s’écrire 


mm be dr Feu L dr 

T2 2 \dt GUN 
Pour calculer dans ce qui suit les actions des courants, nous pouvons 
réduire la formule (a) à son second terme. 


16. Désignons par I et l’ les intensités des courants et par v et o' les 
vitesses de l'électricité positive dans les circuits fermés S et S’. Dési- 
gnons aussi pars et s’ des longueurs prises sur S et S’à partir d'un 
point fixe. La position de chaque molécule d'électricité de S ou S’ sera 
déterminée par s ou s', et nous pouvons poser 


Me ere) à) 
AL on LRUNUAT se à 


Soient m» et m deux molécules d'électricité positive situées respec- 
tivement sur S et S’; leur distance sera fonction de s, s’et £, et nous 
aurons 


d\Ured\r CN CRD IT 
AS de 0e Ts D ADEDTEE 


où le dernier terme indique une différentielle partielle par rapport à & 
et provient du déplacement relatif des circuits. Pour simplifier, sup- 
posons la section la même le long de chaque circuit et différentions 
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l'expression précédente par rapport à £; nous aurons 


&Vr &Vr d Fa 2 
& Vÿr Nr Or 
AT Ghee 0 Ù Grece 


dVr de, dr dv! 
ds EE à ds! dt 


En portant cette expression dans la formule 


2mm d? Vr 
Vr dr 


on aura l’action de 72 sur m'; la masse — 7», située à la même place 
que mn, exerce sur 7° une action qui se déduit de celle-ci en changeant 
m en — m2 et aussi 9 en — ÿ, puisque la molécule — » se meut avec 
une vitesse égale et contraire à celle de 72. On en conclut pour l’action 
de met — m sur n 


() Ba (2 . GENE 
Vr 


no Vr FL CAVE de 
ds ds | dtds ‘ ds dt} 


et, en changeant les signes de #7’ et v’, on obtiendra pour l’action totale 
de m et —m sur —m 


&mm' ENT CRE dr cn 
Ôt ds ds ot, 


(a) Vr dsds'  ”" 


Donc l’élément du cireuit S’, qui porte les masses 77° et —7n’, est solli- 
cité de la part de l'élément du circuit S, qui porte les masses m et — 7, 
par la force dirigée suivant la droite r 


16mm/ 


16m VE 


Vr ds ds 


Au lieu de prendre pour 7n et —m deux molécules seulement, nous 
pouvons prendre l’électricité positive et l'électricité négative comprises 
entre deux sections droites de S distantes de ds; faisons de même pour 
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m'et — m',et, d'après la définition du courant linéaire, nous aurons 


omv —=ÎIds, DIV, 
et il en résulte e 
4 IL ds ds! æ VEZ 
Vr ds ds' 


d = 


pour la force qui s'exerce entre les deux éléments de courants situés 
sur ds et ds’, ce qui est effectivement la loi d'Ampère. (La force d est 
ici prise positive dans le sens contraire à celui qui avait été adopté 
dans le Chapitre IT, n° 24.) 

Mais, d’après les expressions (b) et (c), nous avons à considérer, en 
outre, la force 


__&mm’ ( ,EVr _dVr 


2° Grds ds 0 


dirigée suivant r et exercée par m» et — m sur’, et une force égale et 
contraire exercée sur — m’. Ces deux forces tendent done à séparer les 
masses 7» et — m’, et changent, par conséquent, l'intensité l du cou- 
rant S’. 


17. Si nous adoptons les notations du n° 24 du Chapitre IT, la com- 
posante de la force y qui agit sur #»’, prise suivant l'arc s, a pour 
grandeur — 4. cos0’; le déplacement de 77’ suivant s’ dans l'instant dé 
est dt. Ainsi le travail élémentaire de cette force est — y cos0’.v'dr, 
et la force qui agit sur — 7» en sens contraire produit le même travail. 
On a done, pour le travail de ces deux forces, 


8mm'{. æVr dr dp 
© —— 2; Lo d=———1|2r À fr 
d 2y cos0'.v'dt (2: AE E m) cos 0'. pdt, 
et, en y faisant 
2m == I ds, 2m y —T'ds!, 
dv dl ANNE 
2m ne y À COSC— Ti 
on aura 
oT{ . &Vr dl dVr\dr 
IG —|2 _. — { 
Mots (2 dtds dt ds le ea 
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Si l’on désigne par € une force électromotrice qui agit sur une por- 
tion quelconque de fil traversée par un courant [', son travail élémen- 
taire, en général, est el’&. Nous obtenons done cette formule pour la 
force électromotrice produite par l'élément de courant ds sur l'élément 


de courant ds’ 
2 dŒVr dl dVr 
CR cu 
x (- a Le Re 


et cette formule peut aussi s’écrire 


ra AI Ndar ; Nr dr : 
=F(C)Z si ds ds +2 — = et AGO 


18. Vérifions ensuite que cette loi élémentaire donne effectivement 
la loi de l'induction, trouvée précédemment, d’un circuit sur un autre 
circuit. Nous aurons la force électromotrice totale d’induction produite 
par le cireuit S sur S’, en intégrant € tout le long de chaque circuit; 
nous aurons ainsi 


d7 
[fe =ff5C T3 ds Ÿ di +1 f [Er du dd. 


Or, en intégrant par parties et par rapport à s le dernier terme, on 
trouve que la valeur de ce terme ne change pas si l’on permute s avec s’. 


On a donc 
1 d?r dr} dr 
NE ds dt TU ele ds'dt D ds ds 


et, par suite, 


dr dr El GRIP dr dr RT 
ie [IRC AR sat ds 0 stat da] 
a 1 dr dr pete 
ASIE ua) = E(J/EtESta) 


Or on a (Chap. IT, n° 27) 


TE v= [ (asas =; 
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fer" 


ce qui est conforme à ce que nous avons vu (n° 6). 


il en résulte 


19. Dans un Mémoire publié en 1880 dans les Annales scuentifiques 
de l'École Normale, je me suis proposé de rechercher quelle doit être 
l’action d’une molécule électrique sur un autre, si l’on admet les prin- 
cipes suivants dans les mouvements accomplis par les actions des cou- 
rants : 

I. Le principe de la conservation de l'énergie; 

II. Le principe de la réaction égale et directement opposée à l’ac- 
tion ; 

III. La supposition que les actions mutuelles de deux éléments de 
courants parallèles, de même sens et perpendiculaires à la droite qui 
joint leurs milieux, varient en raison inverse du carré de cette distance; 

IV. La supposition que les actions mutuelles entre deux éléments de 
courants linéaires donnés en intensité et en position ne varient pas 
avec leurs courbures. 

Alors, en admettant comme précédemment que chaque courant soit 
formé par deux mouvements égaux et opposés des deux électricités po- 
sitive et négative, j'ai trouvé que l’action entre deux molécules élec- 
triques se compose de deux parties : l’une qui donne la force de Weber 
et l’autre qui renferme une fonction arbitraire. Mais cette seconde 
partie disparaît dans l’action de deux éléments de courants, laquelle 
se trouve être celle que donne la loi d'Ampère. Ensuite, par la condi- 
tion qu’un courant fermé et constant soit sans action sur de l’électri- 
cité statique, la loi de Weber se trouve avoir lieu nécessairement. 


Détermination par la loi de Weber de la force électromotrice d’induction 
produite sur un élément de courant. 


20. Supposons d’abord que l’inducteur se réduise à un circuit fixes, 
traversé par un courant d'intensité variable I et que l'élément ds’ du 
courant induit soit en mouvement. 


INDUCTION DES COURANTS LINÉAIRES. 89 


Pour avoir la force électromotrice d’induction F ds’ produite par le 
courant S sur l'élément ds’ du cireuit S’, il faut intégrer l'expression 
de € du n° 17 tout le long du circuit S; ce qui donne 


dr di EN DER CUT 
ps = a [FC rase s+alds [à 5 a À 
d {I\ dr dr AT dE Bien 
PA A E- ds Ÿ r dsdt ds r ds'dt a |as 
; dE TETE 
id f > (ne ar Rs 
La première partie de cette expression se réduit à 
1 dr dr 
PRES en T T4) 
1 dr dr 
“al C ds FL . 
= fa s) 
ces nd I dx dx dy dy" dz dz! 
aatifi( 25 C6 a +5 m)el: 
Done, si l’on pose 
1 dx - MAD RES 1 dz 
1f SG ds=$, 1f ae, (LT 


sui dé dx! dÇ dy! d$ ds! 
RER (a A dE ds de = 


& x! GET EÊE 
1 r @ 
ae Free er +57) 


ou 


on à 


Désignons par Q ds’ la seconde partie de Fds' et ainsi posons 


RCA TRUC AR dr ar 
dar) ie ds dtas D) ds. 


Représentons par d/' le déplacement du point (x’, y’, 3°) de ds’; nous 


12 
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aurons 
Cire dr dl GP GRR CN 


dtds dlds dt’ dtds dl'ds dt 


NP JP PR Gr dre 
Q = = Des ds dds 7) ds: 


Calculons la partie de Q qui dépend de “es et désignons-la par Q,; 


et, par suite, 


comme nous avons 


dr CR ONE 

ds! r ds! 2 
TÉL CCE x'— x dr dx" 1 dx! dx à 
GS RP _- Cas TN CLIENTS" le r dl ds! RE 


1l en résulte 


Q,— = dx! x'— x dr x'— x dr dr 1 dr ge 
dt ds FE did. nn dd ra dd)" 
ne du dx! x'— x dr ’ 
dt dlds Je TL ds 


On peut supprimer le dernier terme de la parenthèse, car son intégrale 
est nulle; puis, en ajoutant et retranchant un même terme, on a 


QE 4 dr dx! Li x dl? ï : æ'— x dr dr 1 dæ dr: , 
dE dsl Fe GR ANR 5e a) 
dl' dx! df Wed! [= — 2 ar 


dt ds! dl dt dl'ds! 2 Fe 


Q se compose de deux autres séries de termes, telles que Q,, et qu’on 
déduit de Q, par analogie. 


Désignons par P, la partie de P qui dépend de et, en remar- 


dx 
ds! ! 
quant qu'on a 


EEE ee 1 dæ re? an 
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nous obtenons 


P+Q— (D TT ds 


dl' TJ (== dr D je Ge Che 1 dx = 7 


d$f d$ 7) Cas 


r? dl' ds ne rè ds dl! A r2 ds dl 


di ds! ds dl 


Nous avons ensuite 


r2 dl'ds 7e r ds dl de 1° ds dl!” 


rè CN a 69 @N 


(x'— x}? 4 Ê D)= der x'— x dr dr 1 dx dr 


comme on le voit en développant la dérivation du premier membre, 
Ainsi la dernière intégrale peut s’écrire 


(x'— x) d BR, GR 
(@) Î ré ds \x'— x dl Fi 


Orona 
TN TE EVENE TE Z da 


TE CN TT GE GT ge CN x'— x dl? 


et, en différentiant par rapport às, 


d PA ER Sent ce un 
AC CUP OR (EC) E TNT 


Remplaçons dans l’intégrale (a), qui devient 


dl 
da! A UE dz CU 
af r|e-0%-e + 


(a sh É — 


Ge Ch) OU ANA GENE 


AyAN Ex dx : dy 
mo CNE TH a) | es 
ou 


ou encore, en introduisant les composantes de la force magnétique 
(n° 1), 
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En remplaçant dans l'expression de P, + Q, l'intégrale par cette va- | 
leur, on obtient enfin 


d UN dr: dy! dz!\ dx! 
P+o=-(S- er) À + (e BE — À Te) 


dE dl dt) ds’ dt AVE GS" 


Désignons par la dérivée partielle de $ relative au circuit s 


seulement, c’est-à-dire en regardant +’, y', 5! comme constants, nous 
aurons 
20 Ra di 
en GE © Ù 
et, par suite, 


Fo fais Gr à dz | dal 
ER [= É hat | as" 
F contient deux autres expressions semblables, et l’on a 
F — 26) AS En ESRe 
NO te ET be | 


D'après cela, considérons une force ? qui a pour composantes 


(Het nt 


dfÿ dx! dy" 
Ed ue 1 Be ets 
É ) dt 2 ET 


et nous obtiendrons la force électromotrice F qui agit en un point 
de ds', en projetant ® sur la tangente à ds’. 


91. Si, au lieu d’un courant inducteur, nous en avons plusieurs, 
nous poserons 


Difira- f, DIÉE TE DifiFa=s, 


le signe de sommation 2 se rapportant à tous ces courants; nous déter- 
minerons 4, 1, ©, au moyen de $, G, 5 comme précédemment, et la 
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force électromotrice exercée sur ds’ s’obtiendra par la règle précé- 
dente. 

Enfin, si, outre les courants $, il y a des aimants inducteurs, on rA1- 
sonnera comme au n° 2, on pourra concevoir que chaque aimant est 
remplacé par une série de courants infiniment petits, auxquels corres- 
pondront des fonctions telles que #, G, 5, et la même règle sera encore 
applicable pour déterminer la force électromotrice qui agit sur ds’. 

Remarquons, en terminant ce sujet, que de la loi de Weber relative 
à l’action mutuelle de deux molécules électriques on déduit : 

1° La loi d'Ampère relative à l’action mutuelle de deux éléments de 
courants; 

2 L'action électrodynamique sur un élément de courant, puisqu'elle 
est une conséquence de la loi d'Ampère (n° 2); 

30 La force électromotrice d’induction produite sur un élément de 
courant. 
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THÉORIE DES COURANTS PERMANENTS DANS DES CONDUCTEURS 
DE FORME QUELCONQUE. 


1. Si un conducteur homogène, de forme quelconque, est traversé 
par des courants électriques, provenant d'actions constantes, ces cou- 
rants seront permanents. Nous nous sommes déjà occupés, dans le 
Chapitre I, de ces courants dans un conducteur à trois dimensions, et 
nous avons vu que le potentiel V de l'électricité satisfait en tout point 
de l’intérieur du conducteur à l'équation 


AN 0: 


S1 l’on désigne par x la conductibilité du corps pour l'électricité, les 
composantes de l'intensité du courant ont pour valeur en chaque point 


(x, y, =) 


PR A in 
L Pr 2 == 0 dy? = AEË 
L'équation 
V= Const 


représente les surfaces de niveau et les courants sont normaux à ces 
surfaces. 
Pour les surfaces du conducteur qui sont libres, c’est-à-dire au con- 
en RAS 
tact de l’air, les courants sont dirigés suivant ces surfaces, et l’on a, en 
désignant par dn’ l’élément de normale intérieure, 
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Conducteur traversé par un courant entrant et sortant par deux points 
de sa surface. 


2. Plaçons les deux extrémités de deux fils métalliques très fins en 
contact avec la surface d’un conducteur aux deux points À et A’, le reste 
de cette surface étant isolé, et relions ces deux fils aux pôles d’une 
pile galvanique. 

Le potentiel V doit provenir d’une couche d'électricité située sur la 
surface du corps; mais, comme, les contacts des fils étant supposés 
réduits aux points A et A’, V doit être infini en ces points, il faut sup- 
poser aux points À et A’ deux masses finies d'électricité C et C’ et nous 
poserons 


U étant le potentiel d’une couche électrique située sur la surface et & 
et # étant les distances des points A et A’ au point (æ, y, =). Cette 
introduction des deux premiers termes de V peut ne pas paraître par- 
faitement claire; mais elle sera complètement expliquée plus loin. 

Désignons par I l'intensité du courant qui entre par A et sort par A’, 
et considérons ces deux points comme situés dans le conducteur à une 
distance infiniment petite de la surface. Autour du point A, décrivons 
une sphère d’un rayon infiniment petit e et située dans la surface du 
conducteur. Sur cette surface, V pourra être réduit à son premier terme 
et l’on aura 


av 
I—— Amex —= lue 


On en conclut pour la constante C la valeur 


et l’on a de même 


l'expression de V devient donc 


LE 1 
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le) 
(ep) 


Sur la couche électrique qui produit le potentiel electromoteur. 


3. Un conducteur étant traversé par des courants permanents qui 
entrent par un point A et sortent par À’, le potentiel V est donc exprimé 


par la formule 
= Ge s)+v 


et la fonction U est définie par les conditions suivantes : U est fini et 
continu, ainsi que ses dérivées du premier ordre, excepté sur la sur- 
face o qui limite le corps; il satisfait dans tout l'espace à l'équation 


AUI=0 


et sur la surface 5 à la condition 


SG I AU 
G) Cafe r) + Gn =0 


La fonction U n’est ainsi déterminée à l’intérieur qu'à une constante 
additive près, qui représentera le potentiel d’une couche électrosta- 
tique, dont l’action sur les points intérieurs sera nulle. Faisons abstrac- 
tion de cette constante. 

Considérons une fonction P donnée par la formule 


= 
o do avec p—= NV; 
TC 


où V, désigne la valeur de V à la surface et r la distance du point 
(x, y, =) à l'élément do. La fonction P représente le potentiel d’une 
double couche d'électricité, analogue aux doubles couches magné- 
tiques que nous avons considérées précédemment et, adoptant un 
terme déjà employé, nous appellerons © la puissance de la double 
couche électrique. Nous allons démontrer qu’à l’intérieur du conduc- 
teur P est égal à U. 
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Remplaçons + par sa valeur dans P et il s’agit de prouver que l’on a 


c f fi I d= I dr 
(2) ie Cruise za Udo=U, 


£ et étant les distances de do aux points A et A’, et U dans le premier 
membre désignant la valeur de cette fonction sur do. 
Nous avons (Chap. IT, n° 13) 


7 


de 1 dU 
(3) KTRU— Ugnde— [- am ds 
ou 
H I 
d— 
2 *r dU 
(4) Un ds = 4rU + f : Pr , 


ce qui transforme le second terme de la formule (2); mais, pour trans- 
former le premier terme, 1l est nécessaire de reprendre la démonstra- 
tion qui a servi à établir (3). 

Nous avons la formule générale 


dw do 
(3) feawds— [wav as = 0 Tai do ford, 


les intégrales du premier membre étant étendues à tous les éléments 
de volume do du conducteur et celles du second membre à tous les 


# Là e, © ® J I . 
éléments do de sa surface. Toutefois, si l’on fait 4 — D9= il fau- 


dra enlever au volume les éléments dans lesquels ces fonctions 
deviennent infinies. Nous avons dit (n° 2) que le point A doit être 
regardé comme intérieur à la surface ç et situé à une distance infini- 
ment petite de cette surface. D’après cela, décrivons une sphère infini- 
ment petite autour du point (x, y, 2) et une autre sphère infiniment 
petite de rayon € autour de À et située à l’intérieur de 5; puis appli- 
quons la formule précédente au volume du conducteur diminué de ces 
deux sphères. Désignons respectivement par 5’ et 5” les surfaces de ces 


deux sphères. En remarquant que le premier membre de l’équation (5) 
13 
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est nul, nous aurons 


© 
ln. 7 
ay S 
SSI 

Q 

Q 
ee 
Sim © 
X| À 
Si 

d 

Q 


I 
de de 
1 æ 
= do” - da”. 
t de r de 


\ e7/ 


Or, on reconnait facilement que les quatrième et cinquième inté- 
grales sont nulles et que les troisième et sixième sont égales à 


— AT Go T étant la distance du point (x, y, =) à À, et, comme elles 


entrent avec des signes contraires, elles se détruisent. Ainsi l’équa- 
tion se réduit à 


/® 8 


j d= d= 


on a de même 
I d= I de 
: L rl do = à an À 
Substituons (4), (6), (7) dans (2) et nous obtenons 


RG QUI) AAA UN PES 
Re AT OR 0: 


ce qui est exact d’après l'équation (1). 
Ainsi, il est démontré que la fonction P se confond avec U à l’inté- 
rieur du conducteur; prouvons maintenant que P se réduit à 


I Le 
ei 


l 
ni 
S 


pour les points extérieurs. 
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4. Désignons par dr l'élément de normale extérieure; il s’agit de 
prouver qu’on a 


è 
I I 


(8) e ee di. l on à 
M eo CT tr nr an mr 


Le point (x, y, 3) étant maintenant extérieur, on a, au lieu de l’équa- 
tion (3), 


(9) U 


Nous pouvons encore appliquer l'équation (A); mais, comme le 
point (x, y, z) est situé en dehors du conducteur, nous n’avons plus à 
mener la surface 5’ autour de ce point; 11 faut donc supprimer les troi- 
sième et quatrième intégrales de cette équation; mais la cinquième 


Q , Q ° , « /. I 
intégrale sera encore nulle et la sixième égale à — 47 :: On a donc, en 


remplaçant les dérivées par rapport à »’ par des dérivées par rapport 
à n, ce qui change leur signe, 


I ] 
ce Ur 
10 EE Gle—= y = — —— do; 
(6) ne à pe Rap 00 
on a de même 
I ( 
es , / NE 
= Gl5 = y = ——— do. 
(1) t' dn si t' 1 1° dn Ê 


e/ 


Substituons (9), (10) et (11) dans (8) et nous aurons 


I Glen I dU 


Tous les résultats précédents sont des conséquences rigoureuses de 
l'Analyse. Mais, maintenant, admettons que la fonction U, qui se con- 
fond avec P à l’intérieur du conducteur, coïncide aussi avec P à l’exté- 
rieur; U sera donc le potentiel d’une double couche, il variera d’une 
manière discontinue à travers la surface oc; mais sa dérivée, suivant la 
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normale, variera d’une manière continue: on aura donc 


item 


et la formule (1) pourra s’écrire 


c d G ;) dU AL 
dn \t L' dn 
l'équation (12) est donc satisfaite. 

Ainsi, à l'extérieur, U a la valeur que nous avons indiquée et, par 
suite, V est nul. 

On admet généralement que U est le potentiel d’une couche simple 
d'électricité; regardons, d’après ce qui précède, U comme le potentiel 
d’une double couche d'électricité située sur la surface ©, et nous aurons 
le théorème suivant : 


Quand un corps est traversé par des courants permanents, sa surface se 
recouvre d'une double couche d'électricité dont l’action, Jointe à celle 
des points À et A’, produit la force électromotrice sur les points intérieurs, 
tandis que l’action totale de cette couche et des points À et À’ est nulle à 
l'extérieur. Le corps peut, en outre, être recouvert d’une couche élec- 
trostatique dont l’action totale est nulle à l’intérieur. 


5. La double couche d'électricité qui recouvre le conducteur est 
analogue aux doubles couches magnétiques fictives employées par Am- 
père en Electrodynamique et à la double couche qui se trouve au con- 
tact de deux métaux dans le principe de Volta; mais la puissance de la 


3 0 . , ar ll 
double couche est ici variable et égale à = ie 


Cette double couche n’est pas plus difficile à concevoir que celle qui 
se présente sur les surfaces de contact de deux métaux, une couche se 
trouvant sur le conducteur et l’autre dans l’air à une distance excessi- 
vement petite. 

Par la substitution d’une double couche à une simple couche élec- 
trique, les courants ne sont pas altérés et l’action magnétique de ces 
courants reste encore la même; mais la double couche sera sans action 
à l’extérieur et s’obtiendra immédiatement, quand on aura calculé le 
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potentiel V. Au contraire, dans l'hypothèse d’une simple couche élec- 
tromotrice, la densité D de cette couche est donnée par la formule 


de are 


- = — D ——; 
dn' dn AT dn 


I ee | 1 dV' 


en désignant par V'le potentiel extérieur de cette couche. Par consé- 
quent, outre la détermination de la fonction V, il faut encore, pour 
achever la solution du problème, faire celle de V’, qui est souvent 
beaucoup plus difficile. Ainsi, par exemple, nous déterminerons plus 
loin le potentiel V relatif aux courants qui traversent un parallélépi- 
pède rectangle et la recherche de la fonction V’, dans ce problème, 
_serait extrêmement difficile. 

Ainsi, cette théorie doit être considérée comme plus simple que 
l’ancienne, et je ferai remarquer, sans que je veuille pourtant trop 
insister sur cette raison, que l’histoire des Sciences physiques montre 
que, de deux théories qui semblent d’abord satisfaire également à l’ex- 
périence, la plus simple est celle qui a le plus de chance d’être la vraie. 

En généralisant le principe de la réaction égale et directement op- 
posée à l’action, on peut s’expliquer cette double couche de la manière 
suivante. Le potentiel V se compose de deux parties : l’une, U, qui 
provient d’une couche d'électricité située à la surface du conducteur 
et d’une autre partie qui provient, comme nous verrons plus loin, de 
l'électricité qui se trouve sur les électrodes. Or, bien que la cause pre- 
mière du mouvement de l'électricité réside dans la pile, on peut néan- 
moins, dans les deux théories, regarder la force électromotrice comme 
émanant de la surface du conducteur et des fils; cette force sépare les 
deux électricités à l’intérieur du conducteur. Donc, réciproquement, 
l’intérieur du conducteur doit être Le siège de forces qui séparent les 
deux électricités sur la surface du conducteur, et l’on arrive ainsi à la 
conception de la double couche située à la surface. 

On peut maintenant se proposer d'expliquer le résultat d'expériences 
de Thomson indiqué Chap. Il, n° 2 et 3. La force électromotrice au 
contact de deux métaux est produite par la double couche qui se 
trouve à ce contact. Or, lorsque le corps formé par ces deux métaux 
est traversé par un courant permanent, sa surface libre se recouvre 
d'une double couche d'électricité, et il est naturel de penser qu’en 
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même temps la double couche, qui se trouve sur la surface de sépara- 
tion des deux métaux, se modifie; ce qui explique le résultat obtenu 
par Thomson. 


Détermination de la force magnétique des courants. 


6. Nous avoñs calculé (Chap. II, n° 22) la force magnétique qui 
provient d’un courant linéaire fermé. Pour cela, nous avons considéré 
les fonctions 

di re ONCE 
ie l= ss = IE 4 ds, AH = | = ds, 


r ds ds 


r étant la distance d’un point quelconque (x, y, z) à un point (x ,y, 2) 
situé sur ds et les intégrales étant prises pour tous les éléments ds du 
circuit fermé. Désignons par I l'intensité du courant linéaire, par 7 la 
section du fil qui peut être variable et par z l'intensité du courant par 
unité de surface. Posons | 


$ — IF, Gil 5= IHM, 


et désignons par w, e, w les composantes de z; nous aurons, en remar- 
quant que I est égal à ir, 


Ensuite, d’après ce qu’on a vu à l'endroit cité, les composantes de la 
force magnétique du courant linéaire sur le point (x, y, z) sont 


(T T.) GS ot d$ ds AC 


da) ays alto caen 


Prenons dans chacune de ces expressions l'élément d’intégrale qui 
est multipliée par do; nous considérerons ces trois éléments d’inté- 
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grale comme les composantes de la force provenant de l'élément d& et 
agissant sur l'unité de fluide magnétique placée au point (x, y, z). 


7. Passons de là aux courants permanents d’un conducteur quel- 
conque et décomposons-les en courants linéaires; nous pourrons 
appliquer à chacun de ces courants les formules précédentes. Posons 


donc 
u p © æ 
= | {de G= f dm, = | ds, 


en étendant les intégrales à tout le volume du conducteur; nous au- 
rons pour les composantes de la force magnétique provenant de tous 
les courants du conducteur et agissant sur le point (x, y, 2) 


$ 


D ed odi udS 7 — 19 _ df 
DT a < JAMES dx 0 dy. 


8. Remarquons que, d’après les expressions de f, 6, 5, on a, à l’in- 
térieur du conducteur, 


Af—— ru, AG—— 4rv, AS = — 4nrw, 
et les premiers membres de ces équations sont nuls en dehors du con- 


ducteur. 
D'autre part, si l’on désigne par x’,y’, z' les coordonnées de dw, on a 


CSN CI CECI dr! dr=! dr=! 
LE TE en ce oe —) Co 


dx dy dz 
rs dr=! ARE dr! ’ 
=— f 7) Pl dy + ve ge 


ds 
—=— | (ucosÀ +» cosu + # COSV) — 


de | do dw\ d5 
. = 
oc C'Sp UT: 
À, pe, v étant les angles de la normale extérieure avec les axes desæ, y, z. 
Le mouvement étant permanent, la seconde intégrale a tous ses élé- 
ments nuls et il reste l'équation 
af RON GO 


[ (ucosa + v cos + # COS y) a 
da dy AE ie Fr. 


le point (æ, 7°, 3) étant d’ailleurs intérieur ou extérieur. 
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Si les courants entrent et sortent sur le conducteur par deux points 
A et À’ seulement, l'intégrale précédente n'aura une valeur que par 
les éléments situés en À et 4, et l’on en conclut, en désignant par I l'in- 
tensité totale du courant qui entre en À et par et £ Fe distances du 


point (x, y, =) aux points À et À’, 


d$ dG 5 #7 LÉ 
de ce 7 
9. Les composantes X, Y, Z de la force magnétique peuvent être 
assimilées à des potentiels. En effet, on a 


AT y À CAE Ch 
ef ee CSS 
aNt dt veN dr) 
N 1e dy’ dy! ds! JS 


Appliquons l’intégration par parties à chacun des termes; les inté- 
grales relatives au volume se détruisent et il reste 


NE RARES ay OS de 
—# Ti O Tan V Eu 


X peut donc être considéré comme le potentiel d’une couche distri- 
buée sur c:; il en est de même de Yet Z. Par suite, on a dans tout l’es- 


pace 


AXE 0; AN =, A0; 


Expression des composantes du courant au moyen des composantes 
de la force magnélique. 


10. Considérons une courbe plane s. Supposons qu’un courant 
linéaire fermé S dont l'intensité est J traverse l’espace plan compris 
par s, et désignons par X, Y, Z les composantes de la force magné- 
tique qui provient de ce courant. D'après ce que nous avons vu 
(Chap. IT, n° 16), nous aurons 


I 
(1) =. Jar + Y dy + Z di), 
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l'intégrale étant prise tout le long de la courbe s. Si l’on a un nombre 
quelconque de courants linéaires qui passent à travers la courbe s, on 
pourra appliquer à chacun une équation semblable. Si, en outre, il 
existe des courants qui ne traversent pas la ligne s, on aura, pour cha- 
cun de ces courants, 


(2) 07 [(X de +Ydy+ La. 


Donc, en ajoutant toutes les équations semblables à (1) et (2), on aura 
une équation qu'on peut représenter par (1) et où alors J désignera 
l'intensité totale des courants qui traverseront s, tandis que X, Y, Z 
seront les composantes de la force magnétique qui provient de tous les 
courants, et l'intégrale sera encore prise Le long de la courbe s. 

Ensuite, au lieu de courants linéaires séparés, supposons des cou- 
rants continus et permanents, et nous pourrons également appliquer 
l'équation (1) à ces courants. 


11. Cela posé, par un point quelconque (x, y, =) d’un conducteur 
traversé par des courants permanents, menons un rectangle dx dy dont 
les côtés infiniment petits dx, dy sont parallèles aux axes des x et y. 
Désignons par w, e, æ les composantes de l'intensité du courant au 
point (x, y, =); le courant, qui traversera ce rectangle dans le sens 
des z positifs, aura pour valeur 


w dx dy, 
et, si nous appliquons la formule (r), nous aurons 
HR CS re Jar NA), 
l'intégrale étant prise le long du périmètre du rectangle. 
Appliquons ensuite ce théorème donné (Chap. IT, n° 20) : Si s est 


une ligne fermée et « une surface passant par cette ligne et qui y est 
limitée, on a 


fXde+ Ya 6) 


tr ’ dZ, d\Y : dX _ dZ k 
=) Ce ae dz dx Apr 


dY  daX\ ’ 
eg) 


1Â 
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la première intégrale étant prise tout le long de la ligne s et la seconde 
sur toute la surface 5. Enfin, /, m, n sont les cosinus directeurs de Ja 
normale positive menée à c. 

En prenant pour la ligne s le rectangle infiniment petit dont les 
côtés sont dx et dy, nous aurons à faire /— 0, m—o,n—1,etilen 


résulte 
aY dx 
[ Rdr+Yay-+24:) = É — a) dx dy. 


e 


Nous en concluons la première des trois équations semblables 


+ ax 
PS 
ne 
UT Ge 
FR Rte 
| dla dx 


Pour démontrer ces équations, nous avons supposé le mouvement 
permanent, et il est facile de voir qu'effectivement elles ne sont pas 
vraies dans le cas général; car on en déduit l'équation 


du Fe de dæ — 
ANG Te À 


d’après laquelle la densité de l’électricité est nulle ou au moins indé- 
pendante du temps. 


Expression du potentiel de l’électricité qui n'est pas sur le conducteur. 


12. D'après ce qui précède, les composantes w, +, æ du courant 
? 9 ON . 
peuvent s'exprimer de deux manières : soit par les composantes de la 
force électromotrice au moyen des formules 


soit par les composantes de la force magnétique au moyen des formules 
du numéro précédent. 
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Le potentiel V se composera du potentiel V, de la double couche 
située à la surface du conducteur et du potentiel V, de l’électricité 
extérieure. Désignons par &,, v,, æ, les composantes du courant pro- 
venant de V,, et par w,, v,, w, celles qui proviennent de V,. Désignons 
aussi par X,, Y,, Z, et par X., Y,, Z, les composantes électromagné- 
tiques correspondantes. Nous aurons 


CNT AORERT EE 7) 


Toy MUTe 


\ 


Remplacons X,, Y,, Z, par leurs valeurs en fonction de #, G, 5 don- 
nées n° 7 et nous aurons 


EN 0 GP GROTTES d {d$ÿ  dG d$ 
? — Gnrt ts reel | Line AF, 
CN CE CE 
les fonctions #, G, 5 étant les intégrales de ce numéro étendues au con- 
ducteur seulement. Or nous avons 


AË = Kru— tx ( ) 


2 de 


qui, substitué dans l’équation précédente, donne 


d d {df (e [e 
ro ses) 


dz de \dz dy  dz 
Comme on a deux équations semblables pour les dérivées de V, par 
rapport à y et z, on obtient, à une constante additive près, qui peut 
être supprimée, puisqu'elle est sans influence sur les courants, 


0 fé Ga cé 


Mais on a trouvé ci-dessus (n° 8) 


£ dG dS d 
ag Ë D — Î (x cosà + v cos + w cos»); 


dz ‘ dy ds 
on a donc aussi 


— I do 
Vi= nf Cuecosà + v cosu + wc0s 
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Le potentiel V, est ainsi exprimé au moyen des composantes du cou- 
rant à son entrée et à sa sortie du conducteur. 
Dans le cas où le courant entre et sort par deux points seulement, 


on à 
IFe fai I 
Vel) 


conformément à ce que nous avons trouvé (n°2). Mais le raisonnement 
qui avait servi à établir cette formule pouvait inspirer des doutes. Nous 
voyons maintenant que les points À et A’ devaient être pris effective- 
ment non à la surface du conducteur, mais à l’intérieur et à une dis- 
tance infiniment petite, et qu’il fallait considérer autour de ces points 
non un hémisphère, mais une sphère infiniment petite. 


Potentiel de l'électricité située à la surface d’un conducteur linéaire. 


13. Supposons d’abord un conducteur linéaire qui soit rectiligne et 
un courant qui le parcourt depuis une distance infinie jusqu à un 
point À. 

Menons l’axe des z suivant le conducteur linéaire, mais dans le sens 
opposé au courant. Nous pouvons déterminer l’action du courant sur 
l'unité de fluide magnétique positif au point (x, y, z) par la formule 
de Laplace. Un point du courant étant désigné par (0, 0, z'), l’action 
d'un élément de courant dz’ sur (x, y, z:) a pour grandeur (Chap. I, 
n° 38) 


LIT SIN ANNEE BE 
[+ pl 


en désignant par I l'intensité du courant linéaire et par p la distance 
du point (x, y, z) à l’axe des z; de plus, cette force est perpendicu- 
laire au plan mené par cet axe et par ce point, et ces composantes sui- 
vant les trois axes des coordonnées sont 


Sin dsl, "y cos xdz, 0; 


& étant l’angle de p avec le plan des zx. 
Désignons par c la distance du point A à l’origine des coordonnées 
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et par 4 la distance du point (æ&, y, z) à À; nous aurons 


t= VC pr, 
Î xd = (+i— €) = 1, 
c 1e d 


et les composantes de la force magnétique sur le point (x, y, z) seront 
(Chap. IT, n° 39) 


eine. Yo—=— IT cos x, la = 0% 


14. Concevons ensuite que le fil apporte au point A son courant 
dans un conducteur H à trois dimensions. Alors, &,, #,, æ, étant les 
parties des composantes du courant dans le conducteur H dues à l’ac- 
tion magnétique du fil, nous aurons 


k Gp NON pe XNA re = AN IX; 
PS RE Fe bee dy 


2 2 
dz dx 


D'après cela, nous obtenons d’abord 


ar 


Erus=— _ 1 COS æ, 
DANS RME IT 2e 
TP 7e — 17 sin « 
et 
CHEN d Ca) Men. 
m7 p dz t B° 


! CONS : ï 
puis, comme on à COsa = =; Sinu = © il en résulte 
TL 
Atu=1) hr = 12 


See AT MG An 
5 2, La: 


Ensuite nous avons 


HT ET == t( 
enr ape }= Fu NET CE | 


ou 


110 CHAPITRE IV. 


Ainsi w,, #, w, sont les composantes d’un courant qui proviennent 


a I 
d le 72 
des axes de coordonnées. 

Nous pouvons facilement passer de ce théorème à celui qui concerne 
un courant linéaire de forme quelconque. D'abord, sur le courant rec- 
tiligne indéfini, prenons une longueur finie terminée aux deux points 
B et B’, le courant allant de B' vers B; cette portion de courant pourra 
être considérée comme la différence entre deux courants rectilignes 
indéfinis terminés en Bet B'; donc les composantes du courant qui en 
résultera dans le conducteur H seront 


IL «ei fn 1) 

LT dx lp si 4 ‘ 
t, et 4 étant les distances de B et B’au point (x, y, :). Prenons ensuite 
un courant linéaire curviligne entrant au point À du conducteur H. 


Les composantes du courant dans H, dues à une longueur infiniment 
petite ds du fil, seront 


d’un potentiel égal et ce résultat est évidemment indépendant 


De ee 
Te AT ASSET 


et celles qui sont dues au fil entier seront 


al 
D fe PA Eee 
fe eur GS ET fan Ge DE k 


cet, étant les distances du point (x, y, z) au point À et à l’autre 
extrémité du fil. 
Ainsi, le potentiel de l’électricité située sur le fil est égal à 


I I I 
mi) 


, Q LI I I D ’ J , LI Q 
et se réduit à raie si la seconde extrémité du fil est à une distance 


qu’on peut regarder comme infinie. Cette électricité se composera 
d’une double couche qui revêtira le fil. Le potentiel de électricité du 
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fil se substitue ainsi au potentiel du point À par lequel entre le cou- 
rant dans le conducteur, potentiel qui avait été d’abord considéré 
au n° 2. On aurait à faire une remarque semblable pour le potentiel 
de l'électricité d’un fil qui emmène l'électricité du conducteur. 


Conducteur dans lequel pénètrent les deux électrodes. 


15. Au lieu que les extrémités A et A’ des deux électrodes viennent 
en contact avec la surface du conducteur, supposons qu’elles pénètrent 
dans le conducteur étant revêtues d’une substance isolatrice. Plusieurs 
savants ont admis, d’après le raisonnement du n° 2, que le potentiel 
de l’électricité du conducteur est donné encore par la formule de ce 
numéro 


I I 
V=c(e LU. 


Mais, d’après ce que nous avons vu, les deux extrémités À et A’ ne 
jouent qu’un rôle fictif, et il faut substituer à leur potentiel celui d’une 
double couche située sur les fils. Or il n’est pas évident que la double 
couche se comporte auprès de la substance isolatrice de la même ma- 
nière qu'auprès de l'air. Concevons, par exemple, que la puissance de 
la double couche soit multipliée par une constante À sur la substance 
isolatrice. Désignons par 4, et 4 les distances du point (x, y, z) aux 
points où les électrodes pénètrent dans le conducteur, et nous aurons 
pour les potentiels de l'électricité des deux fils les deux expressions 


Courants permanents dans un conducteur sphérique. 


16. Nous allons déterminer le mouvement permanent de l'électricité 
dans une sphère conductrice homogène, en supposant d’abord que les 
deux fils électrodes pénètrent dans la sphère, et que les parties des 
fils situées dans la sphère sont recouvertes d’une matière isolante. Tou- 
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tefois, pour simplifier, supposons que la quantité 2 du n° 15 soit égale 
à l’unité. 

Prenons des coordonnées sphériques. Désignons par a le rayon de la 
sphère et par R, Ÿ, 0 le rayon vecteur, la longitude et le complément 
de la latitude du point M où l’on prend le potentiel. Représentons aussi 
par (R’, d’, 0") et (R”, Ÿ”, 0”) les coordonnées des extrémités À et À’ 
des électrodes. Nous avons, à une constante près, 


SAT 1 


et, le potentiel U de la double couche qui recouvre la sphère satisfai- 
sant à AU = o, nous pouvons poser 


7 


ES 
1 


Nous avons à exprimer la condition 


(1) = por Ass 


, I I . " ] 
pour cela, développons = et > suivant les puissances de jp en regar- 


dant R comme plus grand que R’ et R”; alors, si nous désignons par « 
et «’ les angles formés par R avec R' et R”, nous aurons 


I x ] : R’ : R’2 2 IA I ; R'2 
r=œl 2m CoSa + pr) = à 2 Xe pr 
Il en résulte 


de E R'2 . Re = R’ 
V =» Rp FT> X, Le +Y der Q 


Substituons cette expression dans l’équation (r) et égalons à zéro dans 
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le résultat séparément les fonctions sphériques de chaque ordre; nous 
aurons 


nn +I 
Ve: 
_ naït+ 


C(X,R'° — X,R""), 
et il en résulte 


Soient (R,, d’, 0’) et (R,, d”, 0”) les ru des Re B et B' 


conjugués des points À et A’, en sorte que R, — : “et R:—- pr; dési- 


gnons aussi par T et T’ les distances des points B et B’ au point M; 
nous aurons 


T=VRÆRI—2RKRcose,  T'= YR?+ Ri—2RKcoso’, 


N R2 (7 R, E ee R’ “ R, 
+ D Xp = TT D Xp pe 
1 1 


ce qui donne la sommation des deux premières séries du 


second 
membre de (2). Occupons-nous ensuite de la troisième série 


nous aurons, en différentiant, 


LR OR PUR 
DER Ro D 
1 


ou 
R,4R __dR 
A — Sa 
RYR?—2RR,cosa +R? R 


et, en intégrant, 
= -—- log(R, —Rcosa-+T)-+ A 
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où À est une constante. Or J s’annule pour R —0, ce qui détermine A 
et la valeur de J devient 


I 2R, 
DixLe Is R cosa + T° 
1 
on a de même 


2R, 
ÿ2 ru set 


En substituant dans (2), on obtient 


Ç y R°_C/R _R - Siog R,(R;,—R cosæ + T') 
> an TASCT SR, (R —Rcosa +T) 
et enfin 


LE HO CO AR) 0 = Rose) 
NAS = Or T’ R,(R—Reosa ET) 


Cette formule a été donnée par M. Helmholtz (t. I de ses Mémoires, 
p- 496). 


Théorèmes sur les fonctions sphériques. 


17. Nous allons démontrer des propriétés des fonctions sphériques 
dont nous aurons besoin dans ce qui va suivre. Posons 


n—l)(n—l—1) 


O,,, —sin/æ [cos"-"e Et ocre 
2(27 —1) 


(n—l)(n—l—1)(n—1l—92)(n —1—3) 
Merde re ES) 


COS ROUES | £ 


La fonction sphérique R°6, , cos/Ÿ, qui est d’ordre n, satisfait à l’équa- 
tion AU — o, et il en est de même de ses dérivées par rapport à æ, y, z 
qui sont, par suite, des fonctions sphériques d'ordre 7 — r. Bornons- 
nous à considérer la fonction sphérique d'ordre » 


P = F’ 0, ; 


COURANTS PERMANENTS. 11) 


nous aurons 


dp = dp 1 dp O0 dl 
A PIE NE ÈR (6100 


: dO 
—=Rr: C 0,,0 Sin & + ne cosa) cos. 
œ 


Cette expression est une fonction sphérique de l’ordre nr — 1, qui 
peut donc s’écrire HR*-'O, ,, cost, H étant une constante; on a donc 


: dO 
n®,,o Sin «& + TE cosa— HO, ,:; 


on déterminera la quantité H en calculant le terme en cos"-?asinc du 
premier membre, qui est celui du degré le plus élevé, et l’on aura 
définitivement 

n(n—1) 


. dO, 0 
] MOPANSIDIOE ESC OS Or 
G) Fi da De A PTE 


d ; ù . 
En formant _ et raisonnant de la même manière, on trouve 


dO s n° 
(2) nO,,0 COS 4 ——"" sin x — 


er 
da Dr STE 


En second lieu, considérons la fonction sphérique 


g=R 7 "0,,; 
elle satisfait à Ag = 0; il en est de même de sa dérivée Ts et, en rai- 
sonnant comme ci-dessus, on obtient 
\ dO, 
(3) — (nr +1)0,,0 Sin + Je COSa—— (2Rn + 1)O»+1,1. 
Enfin, en considérant 
SR tr: OP 


0 ds , A 1 
puis formant E et procédant encore de la même manière, on trouve 


10e 
(4) (n+1)0,,, cos à + = sina — (27 + 1)O,r41. 
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Sphère traversée par un courant permanent qui entre et sort par deux 
points situés à l'extrémité d’un diametre. 


18. Nous allons examiner ce cas particulier avec plus de développe- 
ment. 

Dans les formules précédentes, supposons que les deux points élec 
trodes À et A’ soient situés à la surface de la sphère, nous aurons, à 
l'intérieur de ce corps, 


LL 


( ( RL Eà 
n — Xn) ri? 


SE Dee 


et par suite 


at! 


Mont rue 
FUN Cet). 
1 


Prenons ensuite les deux points A et A’à l'extrémité de l’axe polaire; 
nous aurons 
œ'—T— a, 


n(n—1) n(n—1)(n—2)(n—3) 
X,=— ln | COS? — cos"? os ta —... 
LS <| È 2(27 —1) FIRE 2.4(2n —1)(2n —3) 
avec 
Rial De (eat) 
PRES ND ENT 
el 
Xi x 


suivant que » est pair ou impair. Par suite, V se réduit à 


2CY x, R2 


7 a+? 
2p+1 


_le signe >» se rapportant à toutes les valeurs impaires de n. 
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19. Calcul de $, G, $ à l’intérieur de la sphére. — Les fonctions 
$, G, $ sont définies par les formules (n° 7) 


= [de G— Le, 5= f Yes. 


Désignons par V’ ce que devient V, quand on y remplace x, y, z par 
/ 
Z 


æ', y’, Z, coordonnées de do; nous aurons 
dV' aN' dV' 
dr Ps Peu 
par suite, 
@ Re dV' d5w Tu adNV' ds te aV' di 


Ge den NT ? APE 
Soient (R', Ÿ’, «’) les coordonnées sphériques du point (x’, y’, 3); on 


aura 
D D RU 
—— 2C = X, Ans ? 


2p +1 


X, étant ce que devient X,, quand on y remplace « par «&’. Puis on en 
tire 

aV!  {dN!'. 1 dV' 

da = (Re + por cos a!) cos 


Be Sen NUE ; dX,, ; 
— ADD AREA RBINES Foi COS cos d”. 


Ensuite on a 
KG — 10210: 


ü dO,,, n(n—1) 
n®» 0 SIn & + er COS & — — —— À 
et il en résulte 
— (2n +1)(n — 1) R'2-1 
D D D = ln PE 0,2; 1 cost. 


Par le point (x, y, =) menons une sphère concentrique à la sphère 
donnée et qui divise cette dernière. en deux parties : l’une, pour 
laquelle R’ est < R; l’autre, pour laquelle R' est © R; nous diviserons 
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les intégrales (a) en deux parties correspondantes et nous aurons 


Ce te G . R pe 
5 DUR UN D 
q=0 


1 R'7 
== + ÿ NI si R'<R, 
no R, = 
X, désignant ce que devient X, quand on y remplace cosa par 


cosG = cosa cosx'+ sin a sinæ' cos(d — Ÿ/). 
Posons 
dos — R’°? dR'sin ac! da! di, 


! 
et calculons d’abord la partie de f= ue ds qui se rapporte à des va- 


leurs de R’ comprises entre o et R; nous aurons pour sa valeur, après 
avoir effectué l'intégration par rapport à R’, 


ER n+1 T 2T 
20) (a—1)(2n +1) à R 1 [ 0,_;1cosd'X, sin «da! d4'. 
0 


— n+1 
27 —1 (n+g+2)a À 


Or, si l’on désigne par Y, une fonction sphérique d'ordre 2 par rapport 
aux variables &, Ÿ et par Y, ce que devient Y, quand on y remplace 
æ et Y par a’ et Ÿ’, on aura (Cours de Phys. math., Chap. VI, n° 84) 


Je Y, Xa Sin «' da! db’ — dE de Hi, 


21 +I 
— 10 sinon ; 


or @’,_,, cos Ÿ’ est une fonction sphérique d’ordre r — 1; on a donc 
T [2m , 3 LT 
Î J 0,1, cos X,., sin da! dÿ = == 6, c0s Y, 
5 2 —]I d 


et l’on supprimera, dans la série précédente, tous les termes pour les- 
quels g est différent de r — 1. D’après cela, en ne considérant que les 
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éléments de l'intégrale, pour lesquels R’ est <R,ona 
I CAE n —I Rx 
je da Mc Gr pi Pr gner On COS. 


Pour calculer la même intégrale depuis R'=—R jusqu’à R — a, on 
emploiera la première expression de - = et, par un calcul semblable, on 
trouvera 


I a" à (n — 1)( on + 1) R2-1 R2+1 
Î 2 ea Br TE ln = — ar+r1 =) ae s cos . 


Gene 


Ajoutons les deux dernières formules et nous aurons, pour l’inté- 
grale relative à toute la sphère, 


— n—1 
D ue D——/4r D rare DORE RQ. 1,1 COS D 


(27 — 1)? GET 


D = Ra 
— ErCY ne em O,-1,1 cos, 


ar1i 


Le signe Ÿ se rapportant à ? —1,3,5,...Multiplions par — x etchan- 
geons 7? en r + 1 sous le signe de sommation; nous aurons, en rempla- 
çant 4x0 par I, 


n(2n +3) ES Rr#? 
2 nn (an LE E Ce s 0,1 COS Ÿ —- DES on LI Enr ane On, cos, 


où 7 — 0, 2, /4,6,.... La dernière série peut être sommée et la seconde 
partie de $ peut s'exprimer sous forme finie par l'expression 


I R (EEE —FSse) 
- ———— | cos 


2 asinæ L' en t 


cet s'étant les distances du point considéré aux points A et A’. 
L'expression de G se déduit de celle de $, en changeant simplement 


cos en sinŸ. 
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20. Ensuite calculons $; nous avons 


AND ANDRE EE 
A = RSR T0 —— Sin & 


dz 
RL R'2-1 AXE 0e 
—=3à( ÿ PNG CRE = > inc |. 
ati da 


2p+1 


et d'autre part 
En O,,_1,0- 


) d® : 
nX, coso — -—*sine —t, | n0,,cosa ——" sin | = ———— 
do ? de ) 27 —]I 


. I A'& / r 
La partie de f: = de, pour laquelle Rest <R, à pour valeur 


n+1 
n n(an+i), I R fes sine da'dY, 


de 
DL — 1] n+y—+e ant 


et, en remplaçant l'intégrale par sa valeur, d’après ce qui a été dit 


ci-dessus, on a 


R'—!1 


1 dV'! ny 
IE Te ae de = RCD Oo mr 


Im 


La partie de la même intégrale, pour laquelle R’ variera depuis R 


jusqu'à a, aura pour valeur 


1 AN! = A(2n +1 R'-! R2+1 
- dos —4TC y Aa 2) F1 eme t er CRE 
. PET a+i n—1,0 


La) mi (272 —:) 
I 


En ajoutant ces deux expressions, on a pour la même intégrale éten- 


due à tout le volume de la sphère 


1 dV! + n CrÉar)} R’-1 
f: Tr 40 = = is ROÙ TETE ln ner On1,0 


1 
R2+1 
De Dire tr A CPE On 


où » est susceptible des valeurs 1, 3, 5, 
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Changeons » en r + 1 et nous trouvons 
2 n + 3 R’ LE me 
PER o ID leu 


21 +I 
2p 


où z est susceptible des valeurs o, 2, 4, ..… 
On reconnaît facilement que la seconde partie de $ a pour valeur 


Le 1 
5 mA ui) 
On peut vérifier que les fonctions $, G, $ satisfont à l’équation 
du n° 8 


dÿ < 
re dG : Éà 2; Dao 
dx dy : dz 


21. Calcul de $, G, $ pour un point extérieur. — Désignons par $, 
G’, ÿ' ce que deviennent $, G, 5 quand le point (R, Ÿ, 0) est extérieur 
à la sphère. Dans le calcul qui a donné la première partie de $ pour 
un point intérieur, remplaçons l'intégration par rapport à R’ prise de 
o à R par une intégration de o à a et nous aurons 


" D 
2) 2 (en DE ln+1 R2+1 0, 1 cos, 


où nr — 0, 2, 4, .... On déduit G’ de 5", en changeant cosŸ en sind; ce 
qui donne 


anr1 F 
= 5 DITES He Gras Res 0, 1 sind. 
De même, on obtiendra pour S' 
at+1 
HD Deer bn pr On ne 
2p 


On peut vérifier que les expressions trouvées pour #, G, 8, $, G', 5’ 
satisfont à la surface de la sphère aux conditions 
PEN GEO 55! 
d$ … dj! dG  dÿ' dÿ _ dÿ' 
GR GUN ct L'Art 
16 
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qu’on reconnaît a prior; car $ et $”, par exemple, représentent le po- 
tentiel d’une masse dont la densité w est partout finie, excepté aux 
points électrodes À et A’; ce potentiel est donc fini et continu, ainsi 
que ses dérivées du premier ordre, excepté en ces deux points. 

On peut encore vérifier que l’on a l'équation 


ds! dG' dS5' 1 1 
LE PTIT =1(5— 7) 
22. Calcul des composantes de la force magnétique. — Les compo- 
santes de cette force sur un point extérieur sont 


ROUTE) Se 
ROUGE: ms dx” … Ge dy 


Les valeurs de $’ et G’ peuvent s’écrire 


= L cosy, G'= Lsin, 
L étant indépendant de Ÿ, et l’on en conclut 
(D) = Où 


Calculons ensuite X. Les expressions de S’ et G’ peuvent s’écrire 


; a+1 Cp x 
5 > ke pr 0,0, 2 Pro: R2+1 O,, 1 Sin , 
2q 
en posant 
lh n 
Dr on pence 


On aura ensuite 


ds! Ciel dO,, 
ar DD kr | — (2 +18, sina + ne 2 cose | sind, 
dç! ani d® 
de de Re | - (2 +1)0,,; cosa — 71 sine | sin , 


ds)! ati 
a der +ok 0,,,:sin, 


Re 


ati 


z ==> 2n +1) eme Re 0,411 Sin. 
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On en conclut 


Gin 
== 2 2 Én+1 Re (CPE sin d 


où . 


(2) XI 4, per On Sin 


29 +1 


On trouve de la même manière 


(3) Y=— 1 6 pérs On COS. 


2q +1 


Nous avons vu (n° 9) que les composantes de la force magnétique 
sont assimilables à des potentiels de couches situées sur la surface de 
la sphère. Donc, des valeurs (1), (2), (3) de ces composantes à l’exté- 
rieur, on peut conclure immédiatement leurs valeurs à l’intérieur qui 
sont 


1=0; X— D 0, ,1 sin, 
2q+1 
R 
Y = —: a ln FES O, 1 cos Ÿ. 
2q+1 
23. Composantes u, v, w du courant. — Les composantes w, v, æ du 


courant sont données par les formules 


TOO mt (9 GP =—0 
TL , 


dz 


Or, d’après ce que nous avons trouvé (n° 19 et 20), si l’on pose 


ss A(2n +3 R’ 
(D TE SN —— 0, = P 

OS 11 PGO : 
2p 


On à 
aN av 
- ——2CP cos}, men Man 
av n(2n + Fa), Re 
FE. 20 —— DIE ln nai On-1,0 


2p+1 
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et nous en concluons 


I ess 
— — — ( 
= x P cosy, Ci xl siny, 


I R2 
D = — = (27 +3) ln nez On. 
2p 


Ces quantités peuvent aussi être mises sous forme finie, en différen- 
tiant par rapport à x, y, z l'expression 


VC I I PC CDS 
EF t Fil DCI RICO ER 


qu’on déduit de la formule du n° 16. 


Force magnétique produite par les électrodes fixées à la sphère. 


24. Les courants de la sphère sont amenés et emportés par deux fils 
qui sont fixés aux points À et A’ situés aux extrémités de l’axe po- 
laire. Dans ce qui suit, nous supposerons de plus que ces deux fils 
sont en ligne droite, dirigés suivant l’axe polaire et assez longs pour 
pouvoir être considérés comme infinis. Prenons, comme précédem- 
ment, l’axe des z suivant l’axe polaire; le courant est dirigé en sens 
contraire de cet axe. 

D’après ce que nous avons vu (n° 13), les composantes de l’action 
magnétique des deux fils seront données par les formules 


(x) % = IT sinv, = Ticost, OC — 0: 


où l’on prend 


T >. p dz! Fe [EE p dz' 
= 5 Ée s 
à» Le=#P<x) Du H EE TAIE 


eten désignant par Ÿ l’angle de la perpendiculaire p à l'axe des z avec 
le plan des zx. On a, d’après cela, 


D 2—VW), 
El ) 
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en posant 
Qi — da — 3 dE 


== + ——— 
[a —<) + p°] 


À f@+-+pT 


En employant les coordonnées sphériques comme ci-dessus, on a 


p=Rsino, 3—=Rcosa, 


w — a —Kcosa a +R cosa 


1 
2 


(a — 2aR cos  R?ÿ (a+ 2aR cos x + R?) 


25. Distinguons ensuite Le cas où le point (x, y, z) est extérieur à la 
sphère et celui où il est intérieur. 

Si le point (x, y, z) est extérieur à la sphère, employons le dévelop- 
pement 


12 C0 GE MIEUX 
RSC + ps = x 


et nous aurons 


1 2 
Rec emHS R sin « 


; 2 a a 
| -1+(1—X, cos) K + (X2— X, COS «) TE 
a° 
Da (XX; cos a) 5 +. ; | à 
On reconnait facilement que 


Xon LU Xon+ cos x 
sin æ 


(a) 


ne devient pas infini pour & = 0. Puis remarquons que x satisfait à 
l'équation AX — o (n°9); il en est donc de même de Tsin, et, en 
raisonnant comme au n° 17, on en conclut que la fonction (a) est égale 


à 0,1, multiplié par une constante qu'on déterminera facilement, 
et l’on aura enfin 


Xon — Xon+1 COS © 


— Te = bon OT 


Ainsi on a la formule suivante 


\ 


a a 5 
(b) DE pe 0 (Ou js + HO Rs 4 nee + co 
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dont le premier terme devient infini PAR a—0oeta—", c'est-à-dire 


sur les deux fils. 
Supposons ensuite que le point (x, y, z) soit intérieur à Ja sphère. 


En employant le développement 


[S 


2\ 2 2 
(i—ofcosa+ à) do 
[42 a (42 a 
on trouve 
R FR: F 
T =—— Le Xi cosa) 2 + (XX 00 0) 2 + |. 


On démontrera encore facilement qu’on a 


Xp—X_1coS@œ _ n—1 
sin 2: 


En—1 QE a , 


et, par suite, on obtiendra 


5 


R ps R 
(c) TO +240, Pr 0515 +: 


Suivant que le point sera extérieur ou intérieur à la sphère, on 
devra remplacer dans les formules (x) T par (b) ou (c). 


26. Si l’on désigne par ,, v,, w,, à l’intérieur de la sphère, les 
composantes du courant qui provient de l’action magnétique des fils, 


On à 
dé dj DGEe CR dj _ dx 


Dr lee EL En D 
En effectuant le caleul, on trouvera 


I R’ 
Uo — 2T COS "2 nlh 0, : ati ) 


R’ 
—— rm nt,0, Ji ar+1? 


Due R7 
FAN LU n 0,, Pr 
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Ces expressions ont été obtenues en prenant les fils rectilignes et di- 
rigés suivant l'axe des z. Mais, d’après ce que nous avons vu (n° 14), 
les valeurs de w,, #,, æ, restent les mêmes, quelle que soit la forme des 
fils, pourvu seulement que leurs secondes extrémités soient très éloi- 
gnées de la sphère. 

Désignons par &,, ,, æ, les composantes du courant qui provient 
de la double couche située à la surface de la sphère; en les ajoutant 
respectivement à &,, #, 4%, On obtiendra les composantes &, », æ du 
courant total. 


Force magnétique totale de la sphère et des fils. 


27. Supposons d’abord que le point en lequel on cherche l’action 
magnétique soit à l'extérieur. 
La force magnétique produite par la sphère a pour composantes 
X —IMsin, Y — — IM cos, 110; 
en posant 


2 a” 
==) ln pen On 


2p+1 


et celle qui est produite par les fils a pour composantes 


X — IT sin, Ÿ—— IT cos, 56 —= O} 


en posant 
2 


On a donc, pour les composantes de la force magnétique totale, 


AR UP RES VE 21 
OO ONE 


cos, Th ES = d: 


Ainsi, la force magnétique à l’extérieur de la sphère est la même 
que si la sphère était supprimée et que le fil se continuât à travers la 
sphère. En d’autres termes, l’action magnétique de la sphère à l'exté- 
rieur est égale à celle d’un fil droit traversé par le courant I et qui 
joindrait les deux points À et À’. 
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Occupons-nous ensuite de l’action magnétique à l'intérieur de la 


Vh= 0) 


sphère. 
La partie de cette force qui est produite par la sphère a pour com- 
posantes 
X — IM'sin, Y——IM'cosv, 
en posant 


o) R’ 

1 > 

= a ln a 0, ,1, 
2p+1 


et la partie qui provient des fils a pour composantes 


X — IT sin, S —— IT cosŸ, 


en posant 


£ cn 


Sommons la série M’. Nous avons d’abord 


M——T- 


So =}, 


I (I TSe + Te à) 


a+Rcosæ 


Rsinx Rsina 1 


2 I | a—Rcosa 
( 


+ R?— 24akRcosa) 


et, en permutant les lettres a et R, nous obtenons 


t Al 


(a+ R'+2aR cosa) 


I (ES + ITR) 


Détermination des lignes de courant dans la sphère. 


28. Les lignes de courant sont données par les deux équations 


(1) VU const., ARE CC 


| 


en désignant par p la distance au diamètre qui joint les points élec- 


trodes À et A’. Or l'équation AV = o peut s’écrire 


NRC 
DT 9 D 


O. 
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CAR ee ee 
deg) = ap\8 ap)’ 


done, si l’on multiplie la seconde équation (1) par p, on aura l'équation 


ou 


av A4 
(2) Dose 0 


dont le premier membre sera une différentielle exacte. 
Nous avons trouvé précédemment 


dv 


R’ 
7 0er 0. 
2 £ 
nous avons ensuite 
CONS PL LE , NV 
P Go NN Vo J dy 
Faisons 
p=Rsine, æ = KR sin x cosw, y=Rsinæsind, 


adV dV AR à 
et remplaçons > ay Par les valeurs obtenues précédemment : nous 


obtiendrons 


dN à n(2n +3 Ra ; 
Dee UD = a L} =. 0,,1 Sin æ. 
24 


En remplaçant aussi dp et dz dans (2), nous aurons l'équation 


n+1 


ia n : 
Oo — > (an+3)t, (0, o Sin + ——— 0, , cos +) SIN 4h 
k nm HI a 


+2 


2q 
n E : :R2+? 
+Ÿ (2 n + 3)tr| Oh,0 COS — 2 men di since | sin me de, 
2q 


dont le second membre est une différentielle exacte. En intégrant, nous 
obtenons l’équation 


Di 4e 8) REC ; n FN oute 
1. O,Sina + ———0,,cosa)sina—= const. 
ce F0 SE 


= à n a+? 
2q 


17 
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Ensuite on vérifie facilement qu'on a 


: n on +I 
Ce (CE TOC — ——— () 
n,0 TE n;1 n+I n+1,19 


et l’équation des lignes de courant devient 


ner R+2 à 
Y° ONE ), 0,+1,1 Sin a = const. 


HEnteen)e ae 
20] 


ou 


ar+2 


R+° 
Die ®,.1,1 Sina — const. 
2q 


ou encore 
R2+1 4 
> En ru 0, 1 sin &œ — const. 
2q+1 


D'autre part, on a vu (n°27) quon a 


R7 : R—acosa R+acos« 
(QY= > tre Osince + ; 


26 DA 


on a AUSSI 


2q +1 
Donc l'équation des lignes de courant est enfin 


R—acosæ R—+acos« I 


Ï 


L A 2R! 


t+t') — const. 


Mouvement permanent de l’électricité dans un ellipsoïde planétaire. 


29. L’ellipsoide étant supposé conducteur et homogène, nous repré- 
sentons, comme précédemment, le potentiel par la formule 


nee) en 


Si nous posons 


æ—pcosysinb, y =psinYsine, 4 — en, (p'— Ve) 
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et que nous éliminions Ÿ et Ü entre ces trois équations, nous aurons 
une famille d’ellipsoïdes planétaires homofocaux au paramètre p. L’el- 
lipsoide correspondant à $'— a sera pris pour la surface du conduc- 
teur. Désignons par (p,, 4, 0,) le point A du conducteur par lequel 
entre le courant et posons 


Ve —c pis 


la fonction #' satisfait à l'équation At! — 0; donc, si p’ est <p,, on 
peut poser (Cours de Phys. math., n° 110) 


: =), ù Cn,:02,:(0)Raz(p') cos/(d — di), 


n—=0 {=0 


en faisant 


{A 
2 NE Ce tam) > 
2 In—l _ Qi 1—2 _,_ 
Ro (CE 0) Le j= ESS | 


Posons aussi 


! 


de 
(PIE +e) 


ee Gr Rat) e. 


cette fonction satisfera à la même équation que R,, 


d d 2 c? 
d [et+ ie] — nc 1) . $ :| R=T0; 


et R,(p')Far(e,) se réduira à p"*0, "pour c — 0; on pourra donc 
poser, pour p<p,, 


I = - à : 
t =Ù > An,10h,1(00) ®u,:(0)Fn,z(p0) R,,:(0') cos /(d TT Uo), 


n=0 72=0 


et cette expression devra se réduire à l’expression semblable relative 
à la sphère, quand on y fera c— 0; or À, , est un coefficient numé- 
rique ; 1] aura donc la même valeur que pour la sphère; on trouve faci- 
lement que l’on a 
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K,, ayant la valeur donnée (Cours de Phys. math., n° 86); on peut 
aussi écrire 


Ne D OO Ne 02 en) (o— +1) 
2) TD EL (n = 1) (72) (RE) 


(Laprace, Méc. céleste, t. IN, Liv. III, n° 15). Mais, lorsque [= 0, il faut 
diviser par 2 le second membre. 
Nous pouvons aussi poser 


? =} > D,,:10»,:(0) R,(p!) cos L(L — do) 
n—=0 /=0 
> D D,0n,1(6) Rn,(p!) cos ( — di). 


n=0 {=0 


Regardons maintenant 0’ comme plus grand que p, et p,; alors tet 
étant les distances du point (9, 0, L) aux deux points (p,, 0, W) et 
(o,, 0,, L,), nous aurons 


: Del I 
t => > An,10h,1(00) 0, :(0)R,,r(20) F2 (p°) cos /(Ÿ vi Vo)» 
11— 010 


LA 
I 


L' > > An10h,1(01)0,,1(0)R,:(p1) En, (p!) cos /(d D & di). 
n—=0 /—0 


Ensuite la condition à la surface 


LINE ) n RES 
In —0 pour D 


dU CR Où CI 
do Cane) = Cap (a) =: 


ce qui permet d'en conclure le coefficient D, ,, et, en posant, pour sim- 


plifier, 
T dF, 1(p!) Ms H 
re] do’ NET 


do’ 


peut s’écrire 


CA,,: 
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nous aurons 


U Sein > > H,,:10,,:(0)0,,7(0) R,:(00)Rz,r(p°) cos/(d ne di) 
n—=0 {=0 


co I 


w| ! ! \ 
+ à 707714) O,, :(0)R,,:(p,)R;,:(0 ) cos (db FT di). 


10710) 


30. Supposons ensuite que les deux points A et A’, par lesquels 
entre et sort le courant, soient situés aux extrémités d’un diamètre de 
l'équateur, et, en conséquence, posons 


Comme on a 
Co t)(0 Si) 


2(2R — 1) 


0,,:(0) = sint0 [cosr-10 — COS RUE ERS | 5 


Ge : : ; . à À 
O,, sera nul pour 0 — = si x — / est impair et se réduira à son dernier 


terme si x — l'est pair. D’après cela, posons 


sn oo ne Ver) 
2 im Grenier 0) sa (lo TEE) 


en prenant le signe + ou — suivant que z — l'est de la forme 4p ou 
4p + 2, mais en faisant toutefois 


D — si n—l—=o, 


D 


et nous aurons 
O,,:(00) —= O,, ,:(0:) —= (vo 


Les termes de U pour lesquels / est pair se détruisent deux à deux; 
il ne restera donc aussi que des termes pour lesquels x est impair et 
l’on aura la formule 


U=—?2 > > H, 0», Ra) 0,,:(0)R,,:(p') cos /d, 


n—=2p+1 TEA 


où 2 et/ n'ont que des valeurs impaires. 
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On a ensuite pour un point intérieur (p, 0, 4) 


=> > A n10n1Ent(@) On, (8) R»,1(p") cos lb, 


7 00) 


> > 2 A9, 10m 1Un, 1(2) 6,,:(0)R;,r(p") COS lb, 


71— 007 0 


en prenant le signe + ou — suivant que / est pair ou impair, etil ny 
aura de termes que pour des valeurs paires de 2 — /. On aura donc 
LL 
I I 
ST > D A n,10n,1En,1(a) 0,,:(0)R n; :(P 1) cos /\, 


A d' 4 
2p+1 [=1 


en ne prenant pour » et / que des nombres impairs. 
Ainsi, en posant 


2 bn,il— H, ,,R,,1(@) = CA,,1Fn,(a)] == 1 


on aura, pour un point intérieur, la formule 


= À DO )R2,:(p°) cos, 


n=2p+1 1=1 


où z et / n’ont que des valeurs impaires. 
D’après l’expression de H,,, on a 


CORP dR,. 
P;: [= — 2Cb,,1An, Ie [8.0 da . = ( ) a |: 


“da 


en différentiant la formule donnée ci-dessus 


I L 


< I 
7, (= (ee ap 
Hero Gt (pc?) R?(p1) 


puis, faisant o’— a,ona 


ns 1 Ru, _ 2R +1 


R, (a EN AS 0 
n.1(a) da a? + c?? 


— là}; (4) 
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il en résulte enfin pour P,, cette expression beaucoup plus simple 


1 2Rn+I 
PAL 2; 
n,l n,l n,l dR, 7 ad? + c? 


da 


et d’où la fonction F, / est éliminée. 


—— DS — —— 
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EXEMPLES DE COURANTS PERMANENTS DANS DES CONDUCTEURS 
HOMOGÈNES ET EN PARTICULIER DANS DES PLAQUES. 


Sur la résistance d’un conducteur. 


1. Nous avons défini au Chapitre I le coefficient de conductibilité x 
d’un conducteur homogène et nous avons vu que son inverse est ce 
qu’on appelle la resistance spécifique de ce corps. Nous allons ensuite 
définir ce qu’on entend par la résistance d’un conducteur. 

Concevons un conducteur dont toute la surface soit au contact d’un 
milieu isolant, excepté en deux parties EetE’ par lesquelles entre et sort 
un courant, ef admettons que le potentiel'ait la même valeur en tous 
les points de E et une autre valeur commune à tous les points de KE. 

Nous pouvons nous représenter tout le volume de ce conducteur 
comme décomposé en filets dirigés suivant les courants. Ces filets au- 
ront tous le même potentiel V, sur la base d'entrée et le même poten- 
tiel V, sur la base de sortie. On obtiendra alors la résistance du con- 
ducteur, comme on a fait (Chap. If, n° 4) pour obtenir la résistance 
d’un conducteur multiple. Si l’on désigne par &,, &, ... l'intensité du 
courant dans chaque filet et par r,, r,, ... la résistance qu'il oppose, 
nous aurons 

V—V=rut, NÉE = To, 


. 
2 222 CNOAONE) 


par suite, 
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& est appelé la résistance du conducteur et, d’après la formule précé- 
dente,ona 


La résistance spécifique R d’un conducteur homogène est la résis- 
tance d’un cube dont le côté est l’unité et formé de la matière du con- 
ducteur, le courant étant dirigé parallèlement à une des arêtes et ré- 
parti uniformément. C’est ce qui résulte de la formule donnée (Chap. IT, 
n° 2) pour la résistance d’un conducteur cylindrique traversé par un 
courant dans la direction de l’axe. 


Courants dans une plaque plane. 


2. Concevons une plaque plane, homogène et d'épaisseur constante 
très petite. Si cette plaque est traversée par des courants permanents, 
on peut admettre que le potentiel V ne varie pas à l’intérieur de la 
plaque suivant la normale aux faces. Donc, si l’axe des z est pris sui- 
vant la direction de cette normale, V satisfait à l’intérieur de la plaque 
à l'équation 

ENNOECEN 


—— + —— —=0 
de | dy? 6 


et, en désignant par dn'l’élément de normale intérieure au contour de 
la plaque, V est soumis sur ce contour à la condition 


EN 
GRO TUE 


uand la fonction V sera trouvée, les courbes d’égal potentiel seront 
(æ) 


données par l’équation 
V = const., 


et les courbes de courant par l'équation différentielle 


dv dv 
Fo A0: 


Si la plaque est mise en communication avec une pile par deux fils, 
18 
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nous supposerons que l'extrémité de chaque fil soit une section droite 
appliquée sur une des faces de la plaque. 

Gi l’on réduit les extrémités des électrodes à deux points À et A, 
situés sur le plan moyen de la plaque, l'équation (@) ne sera en défaut 
qu’en ces deux points; V pourra donc être regardé comme le potentiel 
logarithmique de deux masses finies, placées en A et A’, et d’une cer- 
taine masse située sur le bord de la plaque. Ainsi nous aurons 


NV — Clogé + C'logt' + U, 


en désignant par C et C’ deux constantes, par 4 et L les distances du 
point (x, y) aux points A et A’, et par U le potentiel logarithmique 
d'une masse située sur le bord de la plaque. 

Désignons par I l'intensité du courant qui entre dans la plaque, par x 
le coefficient de conductibilité et par 4 l'épaisseur de la plaque. Au- 
tour des points A et A’, décrivons des cercles infiniment petits que nous 
prenons pour bases de cylindres droits situés dans la plaque, et, en 
raisonnant comme au n° 2 du Chapitre précédent, nous trouvons 


=; | ; 
oTxh C; 
nous avons donc 
I fl 
(æ) NE ee U 


Si la plaque était indéfinie, U serait nul et les courbes d’égal poten- 
tiel seraient données par l'équation 


L! 
= const. ; 


elles forment une série de cercles qui rencontrent chacun la droite AA 
et son prolongement en deux points qui sont en moyenne harmonique 
avec À et À’, et les courbes de courant, qui sont Les trajectoires ortho- 
gonales de ces cercles, sont elles-mêmes des cercles qui passent par les 
points À et À’. 


3. Ilest utile de s'expliquer comment l'expression (x) du potentiel 
peut s’accorder avec celle que nous avons obtenue dans le Chapitre IV 
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pour la valeur du potentiel à l’intérieur d’un corps à trois dimensions 
quelconques, traversé par des courants permanents. D’après cette for- 
mule, nous devons avoir 


I I 


où © désigne le potentiel d’une double couche située à la surface de la 
plaque et où e — > sont les potentiels de doubles couches situées 


respectivement sur le fil qui amène et sur le fil qui emporte le courant. 
Prenons pour plan des x, y le plan moyen de la plaque; nous aurons 


Grise 


DIS 


sur les deux faces de la plaque ou pour z — + -: Aux environs du 


. he D ANT SARL: D 
point A situé sur le plan moyen, — ; est négligeable vis-à-vis de = 


d [D 
D TE ©) 
2 +v) 


s’annule aux environs du point À pour z = + 


et, par suite, 


h a 
» et, à cause de la pe- 


2 
titesse de X, la quantité 
= = ? 
P==+* 
peut être considérée comme indépendante de z; elle satisfait donc à 
l'équation 


d? d? 
(nee Re de 0 


Or, au point À, pest infini; car, s’il en était autrement, V ne serait 
pas infini en À et de même en À’, et l’on en conelurait facilement qu’il 
n’y aurait pas de courant. 

La fonction p devenant infinie au point À et satisfaisant à (6) aux 
environs de ce point, on a à ces environs 


P—. © Ole 
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si l’on désigne par C une constante et par £, la valeur de # dans laquelle 
on a fait z — 

Ainsi la fonction V renferme le terme Clogs, par lequel elle devient 
infinie en À: on voit de même qu’elle renferme le terme Cost, 4, 
étant la valeur de £', dans laquelle on fait z —o. Puis on reconnait, 


comme ci-dessus, qu'on à C— — Get qu'on peut poser 
V— C(logé—logé,) +U, 


U étant une fonction finie et continue, ainsi que ses dérivées dans toute 
l'étendue de la plaque et qui satisfait à l'équation 


” ŒU, AU 
h dd 


En égalant les deux expressions de V, on a, pour le potentiel de la 


double couche, 
J I 


l 
D D'IEEE | me, à { 
Q——= ( n)- Lo8% 1 LUS 


qui ne satisfait donc pas à l’équation (y); enfin la puissance de la 


double couche est = (Chap. IV, n°5). 


Courants dans une plaque circulaire. 


%. Le courant entrant et sortant par les points A et A’, le potentiel 
dans la plaque circulaire peut s’écrire comme ci-dessus 


(B) V— Clog; + U. 


Prenons des coordonnées polaires R, 0 dont l’origine soit au centre 
de la plaque et désignons par (R', 0’) et (R, 0”) les points À et À; 
puis représentons les angles 0 — 0 et 0 — 0” par G et G'; nous aurons 


2—R?+R?2— 2RR'cosG, 2—R+R'2—2RR'cosG!. 
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Or, siæest <1,ona 


Log(1 — 2a cos G + &?) — log(1 — œe6V—i) + log(r — œe—6V 1) 


= (acesG + Ÿ = cos26G +  L 


A 
/ 


Donc si le point (R, 0) est plus éloigné du centre que les points A 
et A’,ona 


logé = logR So =: 


n=Uû 


@ 
Mn 


logt'—1ogR —Ÿ - : ee cosnG’. 


L = 


Nous pouvons poser, en négligeant une constante, 


Le] 


=D Lan a ? 


1 


a étant le rayon de la plaque, et ensuite déterminer le coefficient H, 
qui dépend de cos20 et sinnÔ par la condition 


dv 


Zn € pour R— 0: 


Après la substitution de l'expression de V dans cette condition, la ré- 
duction ne peut se faire qu'entre des termes qui dépendent du même 


multiple de 0; on a donc 


E> 


= (R'# cos G — R’? cosnG'), 


na” 


par suite 
> HAS EN : : ie _ cosnG+C = = RAR cos ? G'. 
a” a 


Désignons par Bet B'les points conjugués de À et À’, et parR, et R, 
leurs distances au centre; nous aurons | 


a? a? 


Re Rp 
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et par suite 


co R’ I R’ I R2 
> Ho =—Cù- R° cos 7 G + cY A RMS 


1 
= Clos — Clog 


s, etc, étant les distances de B et B’ au point (R, 0) et ayant pour 
valeurs 


th = VER + R?— 2RR, cosG, = VR + R?—2RR, cos Gr. 


On a donc enfin, à une constante près, 


(c) V=— Cle 

Si les deux extrémités des électrodes sont sur le bord de la plaque, 
B et B' coincident avec À et A’et l’on a 

V=E CC log 5 s 
On a alors les mêmes lignes d’égal potentiel et les mêmes lignes de 
courant que pour une plaque infinie. 

Kirchhoff est le premier qui se soit occupé de la théorie de la distri- 
bution des courants dans une plaque. Il a ensuite prouvé l’accord de 
la théorie avec l'expérience dans le cas où les extrémités des électrodes 
sont sur le bord de la plaque. Il employait, de plus, deux fils reliés à 
un galvanomètre; il laissait fixe sur la plaque l’extrémité d’un des fils 
et déplaçait sur cette plaque l'extrémité de l’autre fil, de manière que 
le galvanomètre n’indiquàt aucun courant. Il déterminait ainsi une 
ligne d’égal potentiel, qui était celle qui est indiquée par la théorie. 


5. Resistance de la plaque. — Pour déterminer la résistance de la 
plaque, il faut avoir égard au rayon b des électrodes. Le potentiel, à 
l'intérieur du fil et à une petite distance de la plaque, a une valeur 
constante pour une même section droite. Or on peut admettre aussi, 
avec une grande approximation, que, dans la surface de contact ou 
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surface-électrode, le potentiel V à aussi une valeur constante et que, 
au delà du fil dans la plaque, V est donné par la même expression que 
lorsque la surface électrode se réduit à un point. D'ailleurs, nous pou- 
vons effectivement supposer que V est donné par cette expression sur 
le contour même du fil; car nous allons voir que V y à une valeur 
constante. 

Si nous mettons le point (R, 0) que nous désignerons par P sur la 
circonférence de rayon 9 qui a pour centre le point A, la formule (c) 


deviendra 
TOME AB 


I 
TRE NE MERE RE ar à 
Vas 2Tx/h AE HAL x AB’? 


en remplaçant PB, PA’, PB’ respectivement par AB, AA’ et AB’; ce qui 
modifie très peu l’expression. Ainsi V, a une valeur constante sur tous 
les points de la circonférence de rayon s et nous la considérons comme 
la valeur du potentiel sur la surface-électrode en A. 

On a de même, pour le potentiel, sur la surface-électrode en A’ 


DRPAESUR 


Ver e pXxA'B 
On a donc 
D eee 
D, 7e nn em 


et, d’après ce qui a été dit au n° 1, cette formule donne la résistance 
de la plaque. 

Cette méthode, donnée par Kirchhoff pour déterminer la résistance 
de la plaque, ne sera, dans la pratique, susceptible de quelque préei- 
sion qu'autant que la plaque sera d’une épaisseur très mince et nota- 
blement plus petite que le rayon des fils. 


Force magnétique exercce par la plaque a l'exterieur. 


6. Kirchhoff a déterminé l’action magnétique de la plaque sur un 
pôle d’aimant placé à une distance infiniment petite de la plaque. Nous 
allons résoudre le même problème, en prenant ce pôle dans une posi- 
tion quelconque. 
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Les composantes du courant sont 


et, en désignant par l'épaisseur de la plaque, on a, pour les fonctions 
$, G, 5 (Chap. IV, n° 6), 


où les intégrales sont étendues à tous les éléments ds de la surface 
moyenne de la plaque et où r est la distance du point (x, y, 0) situé 
sur do au point (£, n, €) où l’on recherche l’action magnétique. On 
aura ensuite pour les composantes de la force magnétique en ce point 


aG af co Æ 


V= =) IE 


ee: d& 


Supposons que les deux points A et À’, par lesquels entre et sort le 
courant, soient situés sur le bord de la plaque; nous aurons 
V — 2C(logt — log{'). 


Réduisons d’abord V à son premier terme et désignons par 5, Gi; 2» 
X,, Y,, Z, les parties de #, G, 5, X, Y,Z correspondantes; 1l sera facile 
d’en déduire les parties qui proviennent du second terme de V. 

Le point À étant représenté par (x', y, 0), nous aurons 


RE rl et 
= ahx0 [E ee = Le do, 
lt? r T l? Tr 


ENCRES 


avec 


et nous avons de même 


Prenons des coordonnées polaires dont l’origine soit au point À et 
posons en conséquence 


T— Ti—1COS0, _V—yi—tSiNnc;, do = tdi da. 
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: = f f< 
tn COS AIRES 
T r 


FT t+al[(a'—E) cosa+(y—n)sina]e+ (x —E} + (y —n)+e. 


Il en résultera 


a 


avec 


L'intégrale, par rapport à &, doit être prise depuis zéro jusqu’à la dis- 
tance ? du point À à un point de la circonférence du cercle. Dans l’é- 
quation du cercle 


faisons 
T—Z'+VCOSa, DEC PISIn 
et nous obtenons 
p——2(x cosa + y'sin a). 


Comme le point (x’, y’) est sur le cercle, faisons 


T'— a COSE, J'=asine 


et nous aurons enfin 
0 —— 24 COS(a — E). 


I j Je dé 
1—= — | Cosax da — ) 
Te 5 r 


l'intégrale par rapport à & étant prise entre deux limites distantes de x 
et correspondant à la direction de la tangente au point A de part et 
d'autre de ce point. Mais il est aisé de voir qu’on a 


cos a da f LL cos(a +7) def. _ 
0 0 


1 


Ensuite nous avons 


en désignant par r, ce que devient r par le changement de & en & + x. 

Donc, en prenant l'intégrale par rapport à «& entre o et 27, on double 
, P ©) 

la valeur de #, et l’on a 


21TT v L 
= ne f cos à da si 
5 Je 


ou encore 


19) 
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L'intégration par rapport à 4 se fait facilement. Posons 
À — acos(a — €) — Ë cosa —nsinæ, 
B— (a cose — E) + (asine-n) +, 


nous aurons 
r2= Ê+2At+B, 


puis 
JT SN ND 
== | log * HN ER RAREUR ER 
m4 A + VB 
et de même 
T 2 ) 
ee jose HE ml re 
TS À + VB 


7. Nous calculerons ensuite X,, Y,, Z, par les formules 


alC. . dés TL dÿ, 
41 


ra ee Dur in 


$, et G, ne dépendent de € que par B et nous obtenons 
I a 
(1) == CE == le 


en posant 


1 = __ sinœda TÉL L joues 
DJ, Vr+2Ar+B(A+eo+Vr+2Ar TB) VB A VB 
5 = f” cos à da DU CRICOS CAR 
 J, Vr+2Av+B(A+e+Vw#+r24v0+B) VB4 A+VB 


D'autre part, on a 
CNT [" | D pe 
= = Lu l Pare ; 
dE T.. k SInt ax, 7 =) 9 cos da, 

en posant 

— cosaÿ#+24v0+B—vcosat+E—acose  cosaV/B—E+acose 

VorpoAv + BAS + VAR) VB(A+VYB) 


. ls : . . D 
— sinaVot+ 246 +B— vsina + n—asine sin & V/B nr OSINE 


SO Vanessa Ve ab D EU 
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On a donc 


P P 
Ve+sAveB(A+e+Voav+E) VB(A-VE) 


en posant 
P=—(Ë— acose)sinx — (1 — asine) coso, 


et l’on obtient 


; pe [ PER 
(2) AZ acose)Ti—=(n— asine)T. 


Il résulte des formules (x) et (2) qu’on peut exprimer Z, au moyen 
de X,et Y,etqu'ona 


ln (E— a cose) à — (n — asine) 2. 


8. Simplifions les expressions de T, et T;. Multiplions par 


Vo Sp Der 


les deux termes de la différentielle de la première intégrale qui com- 
pose T,, et nous aurons 


T =; — (A ve) sin à dax | fa Sin à« dœ ï jose 
M CDN open ee DEC) en 


Employons la formule 


I I I I 
Et + =—— 
Ben nr Ce ex) 


et, en posant 


19 


JE (Am) à y 
(= AO) VITE ENTREE 


nous aurons 


DE UM ES see). 
2VB\4 VB—A J VB+A 
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De même, en posant 


fe — (A+e)cosada 
(B—A)V#+2Ar+B 


nous aurons 


Tcosa da Tcos a da 
T,=w,+ — —= ra: — * 
V6 VB —A 0 VB 2e /\ 


Caleulons les quatre intégrales 


d 
LE Tsin« ada ie "cosa da 
o VB+A VB +A 
pa sina da H . cos a da 
VB —A  h VB—A 
Si l’on pose 
L=— a cose — Ë, ME=TSMEErTE 


on obtiendra 


H =” sin & da H = cos & do 
JS Msine + Lcose+yB ? J, Msina+ Lcosa+ VB 


et, comme on a 


T 
| de ? arctane 6 
9 MEET EURE & M’ 


on forme immédiatement ces deux équations 


/B 
MH, LH, — x — # are tang Ÿ 


un eue 


Si, dans ces deux équations, nous changeons L et M en — Let — M, 
H, et H, se changent en H' et H,, et nous en tirons ensuite 
2MT 2LT 


H, — H, — — LM? HE y 
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Ainsi, les valeurs de T, et T, se réduisent à 


nn MTS, = Lib, 
VB L'+M 0 Jeu 


9. Les intégrales W, et W', peuvent être ramenées aux intégrales 
elliptiques; mais il sera ordinairement plus commode, pour hs cal- 
culer, d'employer une des méthodes générales de quadrature. Si nous 
posons 

pP=—(A+e)=(acose +EË)cosa + (asine +n)sino, 


GB PA (Sin PNMIcosS x), 


nous aurons 


T . 
w = jf p Sin à da Ÿ_p cos a da COS « do 
A TT Ç 
Jo Gp? q? o gp + 


Les composantes de la force magnétique produite par la plaque cir- 


culaire sont 
Xe x Me Zi — L, 


X,, Y», Z, se déduisant des formules (1) et (2) qui donnent X,, Y,,Z, 
par le changement de l’angle € en l’angle e’ correspondant à A’. Pour 
là commodité du calcul, on pourra choisir l’axe polaire de manière que 
e’ soit égal à t — €. 


10. Désignons par X,, Y,, Z, les composantes de la force magné- 
tique du fil qui apporte le courant en A et par — X!,, — V,, — Z! les 
composantes de la force magnétique du fil qui part du point A’. Ces 
forces se calculeront facilement si les fils sont rectilignes (Chap. IV, 
n°13). 

Supposons la plaque horizontale et désignons par F,, F,, F, les 
trois composantes de la force magnétique terrestre, de sorte que la 
troisième F, est verticale. 

Les composantes de la force magnétique totale au point (E, », G) 


seront 


X,— X, À x* X, ï = ) 
Y—Y +Y —Y, +EF—=ST, 


7; — 7, +7; — Z, + EF, —$, 
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Supposons une aiguille aimantée très petite dont le centre soit au 
point (6, n,C)et Has de tourner autour de ce point. Désignons par Ô 
l'angle que sa projection horizontale fait avec l’axe des x et par I son 
inclinaison sur l’horizon ; nous aurons 

tango — =. tangI— — 
ro) 
si l’on peut négliger la différence d'action magnétique le long de P’ai- 
guille. 

Si l’on veut plus d'approximation, on considérera le magnétisme de 
la petite aiguille comme concentré en deux pôles, et l’on trouvera en- 
core Senont les angles à et I. 


Courants permanents dans une plaque courbe. 


11. La plaque courbe que nous considérons est homogène, isotrope, 
d’une épaisseur constante extrêmement petite, et ste est traversée 
par des courants permanents. 

Désignons par V Île potentiel de l’électricité en un point d’une des 
faces o qui terminent la plaque ; nous regarderons V comme constant 
sur la normale à ç« menée à l’intérieur de la plaque. Sur cette surface 
traçcons une série de courbes s, dont l’équation est 


V — const. ; 


puis traçons les trajectoires orthogonales s, de ces courbes et désignons 
par 


@ — Const. 
l'équation de ces lignes de courant. La force électromotrice en chaque 
point sera dirigée suivant ces dernières lignes et aura pour valeur 
dV ‘ 
mr 
Comptons la longueur de la ligne s, à partir d’un point déterminé 
de cette ligne et désignons par @ la an d'électricité qui traverse 


l'arc s, dans l’unité de temps; alors “ _ , ds, sera le courant qui traver- 
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sera normalement ds, et l’on aura 


dcr 


CS 


Puisque les courants sont permanents, la force électromotrice 
— 4, doit être égale et de sens contraire à la force de résistance, qui 
est proportionnelle à l'intensité du courant et qui peut être repré- 

; : $ (DAGT LAURE SR ons 
sentée par l’expression K-, ; où K désigne une constante ; ainsi nous 
ail 


avons 
dV les 

(1) ds —:K ds, Q 

Faisons 

(2) VIRE; 

nous aurons 
EM 
un bi 

nous pouvons donc poser 

(65) GI = GIE} ds = H da, 


en désignant par H une fonction de & et G. 
Si l’on représente par ds l'élément d’une courbe quelconque tracée 
sur la surface o, on a 


(4) ds? = ds? + ds? — H°(do? + dB). 
Réciproquement, si l’on à cette équation, les lignes 


BE const = CONSI: 


forment pour la plaque courbe un système possible de lignes d’égal 
potentiel et un système correspondant de lignes de courant. 

En effet, de l'équation (4) on déduit les deux équations (3), en 
faisant successivement &« — const. et 5 — const., et, si l’on pose la for- 
mule (2), on a l'équation (1), qui exprime que la force électromotrice 
est dirigée suivant la ligne s, ou & — const. 


A4 
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12. Quand on aura obtenu ces deux systèmes de lignes situées sur 
la surface o, il sera facile d’en obtenir d’autres semblables : il suffira 


de tirer &’ et $’ de l’équation 
(5) a+ BV: =F(a+ BV 1), 


où le second membre représente une fonction quelconque de 


COIN CES 
En effet, on en déduit 


A 


équation qui se sépare dans les deux suivantes : 


18 do dB 
6 ICE Re ne RE 
(6) da dB!” CON 0 
On a donc 
RAC CRAN ALES 
dé == ap do + rl dB , 
ss = ia da k 
aa = Loi + a dB, 


et, par suite, 
2 : CÜCONE da \? A ïs 
da? + dB? — Le) + (%) |(ae + dB”?). 


Ainsi, on déduit de l'équation (4) 


an [(#) (4) en 


expression qui est de la forme 
ds? = L?(da? + dB"), 


où L est une fonction de & et 6’. Il en résulte que des deux systèmes 
de lignes situées sur o 


AI ICONS. B'=— const., 


l’un quelconque peut représenter des lignes d’égal potentiel et l’autre 
les lignes de courant correspondantes. 
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13. Différentions l'équation (5) par rapport à « ou à 6, et nous ob- 
tenons les équations semblables à (6) 


da … df! GE ee de. 
ee 2e) co. 
il en résulte 
aPcT CECI d° 6)! GPIEN à 
(7) dar GR 7 RE BEN D 


Ainsi, ayant obtenu un système de variables & et 5, qui donne un 
premier système de courants, si l’on adopte « et 8 comme coordonnées, 
les quantités &’ et 6’ de tout autre système de courants satisferont aux 
équations (7). 

Concevons que la plaque soit maintenue dans un certain équilibre 
de température et qu’il n’y ait point de déperdition de chaleur par les 
surfaces de la plaque ; on démontrera facilement que la température U 
d'équilibre satisfera à l’équation 


AUBIN 
de 


Il s'ensuit que les lignes «= const. ou G’=— const. peuvent repré- 
senter un système de lignes isothermes. Remarquons aussi la formule 
facile à obtenir 
2 2 
(8) AU= pe (Te + Se) 
14. Prenons «, 6 pour les coordonnées rectilignes et rectangulaires 
d’un point d’un plan. A chaque point (x, 6) du plan correspondra un 
point situé sur 5, qui aura les mêmes coordonnées et qu'on peut ap- 
peler l’image du premier point. Si l’on désigne par d/ la distance des 
deux points (x, 8) et (x + da, 5 + d$) situés sur le plan, on aura 


dE = do? + d£?, 


et, d’après la formule (4), on aura, pour la distance des deux points 
correspondants sur 6, 


(9) ds = MH dl; 


20 
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H ne dépend que de # et 8 ; donc la ligne ds, image de di, est propor- 
tionnelle à d/ et ne varie pas avec la direction de d/ sur le plan. Par 
suite, les parties infiniment petites du plan ont pour images, sur la 
surface ©, des figures semblables. 

Il résulte évidemment de là que, si sur un plan on trace deux 
systèmes de lignes rectangulaires et pouvant représenter des lignes 
d’égal potentiel et des lignes de courant, les images sur la surface o de 
ces deux systèmes de lignes, que l’on déduit de la formule (9), pour- 
ront aussi représenter des lignes d’égal potentiel et des lignes de cou- 
rant. Ainsi le problème de la recherche des courants permanents, qui 
s'écoulent dans une plaque courbe, peut se ramener à celui de la 
représentation sur une surface courbe de figures tracées sur un plan, 
de manière que les images de figures infiniment petites leur soient 


semblables. 


Courants dans une coquille sphérique. 


15. On a une coquille sphérique fermée et d'épaisseur constante 
très petite ; le courant électrique y entre et en sort repectivement par 
deux points À et A’. Le potentiel V étant supposé 1e pas varier dans 
l'épaisseur, on a, pour l'équation à laquelle il satisfait, 


(a) ie 2 A (sn0%) DR CR 


= a? sin 0 do \ dû a sin20 dy? — O0, 


où a est le rayon moyen de la coquille et où Ÿ et 0 sont la longitude 
et le complément de la latitude en chaque point de cette coquille. 
Posons 


0 
e — log tang— 


et nous aurons 
AV — 


1 


CAM ri 
æsin 5 | de | dy 


/ 


done, d’après les formules (8) et (9) des n° 13 et 14, on a, pour le 
carré d’un are infiniment petit tracé sur la sphère, 


(b) ds a? sin 0 (de22at?); 
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Faisons un changement de coordonnées et prenons pour nouvel axe 
polaire le diamètre qui aboutit au point À ; puis désignons par PAPE 
les quantités analogues à Ÿ, 0, € et correspondant à ce nouvel axe. Si 
l’on suppose le point M, où l’on prend V, tres près de À, on pourra 
négliger l’influence de A’ et V ne dépendra pas de L'; on aura donc 


ENT 


he 
et l’on satisfera à cette équation en posant 
0! 
V=teo— Clog tang —) 


où 0’ désigne la distance angulaire du point A au point M. Si donc nous 
désignons maintenant par À et À’ les distances angulaires du point M 
aux points À et À’, et si nous posons 


7\P 


ï À 
C log tang ce 


s 


= \DiI@E ang = — 
cette expression satisfera à l’équation (a) et se réduira aux valeurs 
voulues aux environs des points A et A’. La constante C aura la valeur 
donnée au n° 2. 

Menons un plan tangent à la sphère à une extrémité de l’axe polaire ; 
puis, de l’autre extrémité, menons une droite qui rencontrera le plan 
et la sphère en deux points qui seront images l’un de l’autre : c’est le 
système de projection stéréographique. Un élément ds de ligne située 
sur la sphère sera donné par (b) et la distance d/ correspondante sur 
le plan aura pour carré 


dl? — 4 a? tang? : (de? + dd? ); 


ce qui prouve la similitude des figures infiniment petites avec leurs 
images. 

Si B et B’ sont deux points du plan par lesquels entre et sort un cou- 
rant, les lignes de courant qui en résultent dans le plan sont des cercles 
qui passent par les points B et B’, et les lignes d’égal potentiel sont 
des cercles orthogonaux sur les premiers (n° 2). Or on sait que, dans 


156 CHAPITRE V. 


la projection stéréographique, à un cercle du plan correspond un cercle 
de la sphère. Done, A et A’ étant les deux points de la sphère qui cor- 
respondent aux points B et B', les lignes de courant sur la sphère se- 
ront des cercles qui passent par ces deux points et les lignes d’égal 
potentiel seront des cercles orthogonaux sur les premiers. 


Autres exemples de plaques courbes traversées par des courants 
permanents. 


16. Les exemples suivants de plaques courbes traversées par des 
courants permanents ont été donnés par Kirchhoff (Gesammelte Abhand- 
lungen, p. 56). 

Prenons une plaque dont la surface moyenne soit celle d’un cylindre 
circulaire indéfini de rayon a. Menons un plan perpendiculaire aux 
génératrices; mettons l’origine des coordonnées polaires au centre de 
là section et l’axe des z suivant l’axe du cylindre. Soient r le rayon et 
0 l’angle qui représentent ces coordonnées. À chaque point (r, 0, o) du 
plan, faisons correspondre un point (a, 0, =) du cylindre en prenant 


(a) z— alogr. 


Quand r variera de zéro à l'infini, 3 variera sur le cylindre de — æ à 
+ 0. 
Le carré de la distance d/ de deux points infiniment voisins du plan 


est 
d® = dr? + r? de, 


et, en désignant par ds la distance des deux points correspondants de 
la surface cylindrique, on a | 


ds?— ds? + a d@, ds — dl. 


Ainsi les figures infiniment 'petites du cylindre sont semblables aux 
figures correspondantes du plan. 

Soient B et B’ deux points du plan par lesquels entre et sort un cou- 
rant et dont les coordonnées sont (7,0), (r”, 0”); le potentiel électro- 
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moteur dans le plan sera 


Ce 124 r2— arr cos(0 — 0) 
9 722 72 © 2 rr/ COS(0 ES g") 


Soient À et A’ les images de B et B’sur le cylindre, et posons, d’après (a), 


nous aurons, pour le potentiel électromoteur dans la plaque cylin- 
drique, 


25 23! z+z! 
CHE CE 2e 4 cos(0 — 0! 
(b) V=Clog 23 _. SH L 


ea +et +oe « cos(6— 6") 


les courants entrant et sortant par les points A et A’. 

Changeons la figure de la section du cylindre en conservant leurs 
longueurs à tous les éléments du contour; le nouveau cylindre sera 
exactement applicable sur le premier. Donc, si A, et A; sont deux 
points du second cylindre qui viendraient en A et A’ dans l'application 
de ce cylindre sur le premier et qu'on suppose un courant entrant 
par À, et sortant par À; dans une plaque ayant ce cylindre pour surface 
moyenne, le potentiel sera encore donné par la formule (b), dans la- 
quelle «0 représentera maintenant la longueur de la courbe de section 
droite à partir d’un point fixe. 


17. Supposons ensuite une plaque dont la surface moyenne est celle 
d’un tore fermé, c’est-à-dire une surface engendrée par la révolution 
d’un cercle autour d’une droite que nous prendrons pour axe des z. 

Si nous posons æ° + y? — R?, l'équation de cette surface est 


(R—a)}}+ 3? — b?, 
et l’on y satisfait en posant 


æ—(a+ bcosr)cosu, 
7 —=(a+bcosr) sin, 
2— 0ISiNip 
d’où l’on déduit 
ds? = (a + bcosv)? du?+ b? dv?. 
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Prenons les variables «& et 8 liées aux premières w et v par les for- 
mules 


alors nous aurons 


ds? — houes ; (do? df?): 


(e — bcos}) 


On a tous les points de la surface du tore en faisant varier uw ete de o à 
27 ou & de o à 2T7Va* — b?, et 8 de o à 2x0. 

Supposons encore que le courant entre par un point À et sorte par 
un point À’. Le potentiel V satisfait à l’équation 


(c) 


il devient infiniment grand aux environs des points A et A’, et s’y réduit 
à + Clogr, r étant la distance à A ou A’; V a pour période 2tæ4a° — b? 
par rapport à « et 2xb par rapport à $. 

Suivant les notations de Jacobi, écrivons 


SG(æ)—=1—2qcos2x + 2q* coskx —2q° coS6x+..., 4 — CRE 
puis posons 
(d) K—7727rVa—""b7, K'— mTb; 


q sera donc déterminé par le rapport 


on aura ensuite K par la formule 


r 


2K / h a? ha* 5 8 
nn leg E HGbEEIB GE ENTRE 


puis m2 et K’ par les formules (d). 
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Posons encore, en désignant ÿ— 1 par ë, 

== B ; 

u—m(a+f6i), 


et désignons par v’, B/ et v”, B’les valeurs de v et 8 aux points À et A’; 
puis écrivons la formule 


{ T ï _ \ 
M Si + x || 
v+ur-n\8—E pit los 25 


dans laquelle D etB sont deux constantes arbitraires, dont la première 
est réelle. La fonction V + Ÿz satisfait à l'équation (c); cette formule 
détermine V et Ÿ, et il est facile de voir que l'expression de V satisfait 
aux conditions indiquées ci-dessus. 


Indiquons comment on pourra calculer la fonction V. Pour cela, 
posons 


T CR PT de 
A ma — a), B—:X%[m(8 B') + K'], 
PRES TC DE PER T a (2 lo 
A > gmn(a— a"), B'= = ELm(8— 6") +K']; 


changeons en — : dans l’équation précédente, pour l'ajouter à l’équa- 
tion ainsi obtenue ; nous obtenons, à une constante près, 


VD m6 + D log[S (A+ Bi) &(A'— B')] 
—Dlog[S(A + Bi) 3(A — Bi)]. 


Or on a la formule connue 


20 Le] 


logS(x) =— DE eu —2Ÿ- —1 __cos2rx; 


r=1 TA 
et on a, par suite, la formule 
log[3(A+Bi)3(A —Bi)] 
ra 1 q?" 
(A) Re D ou 


RENTE Ù rrK' —, 
42; cos2rAcosh K (+ TE 
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dans laquelle la dernière série sera convergente si 6 — B' est né- 
gatif. 

Lorsque B — B' est positif, on emploiera les formules 


dont la seconde se déduit de la première en changeant x en x — 21K. 
Changeons æ en À — Bi dans la première de ces formules et en À + Bt 
dans la seconde, puis multiplions les deux formules entre elles et pre- 
nons les logarithmes ; nous obtiendrons 


log[S(A + Bi)S(A — Bi] — (8 — B') + log (aan) 
K 4 
+ logs (A = BTE Re) 
et, en appliquant la formule (A), 
ie log[3(A+—B:)3(A—B:)] 

= GE 
(B) ED AD 1— g°" 

gi = T " -cos2r A cosh RE GE) 


formule où la dernière série est convergente, quand 6 — É' est po- 
sitif. 

On calculera de même logS(A'+ Br) S(A'— B'i)] par les formules 
(A)et(B)en remplaçant à’ et ’ par «&” et f”. 


18. Considérons les trois cas particuliers où l’on a 


= 1" 
avec 
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Désignons par un accent les coordonnées du point A et par deux 
accents celles de A’; les coordonnées du point A sont 


! 


no; DIT 
et celles du point A’ 
10 Ho, PA 107 
D = == 0, 
SONT: = qe 


Projetons le tore sur le plan des xy; le contour apparent sera re- 
présenté par les deux cercles suivant lesquels le tore est coupé par ce 


Fig. 15. 


A'i 


plan. Le point d'entrée À (fg. 15) sera sur le cercle intérieur et le 
point A’, selon les trois cas, sera en A, À, ou A. 
Dans le premier cas, on a 


V+vi=D 


or on à 
: (3) 
TU TK. RES (%) L ï 2 
== —i|l=E TE Si — SN UT = = — ;: 
re) Vq 1\oK /? VÆ a (Tv 
2K 
donc, en disposant convenablement de B, on obtient 


(I) V +di0D logsin amv. 
21 
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Dans le deuxième cas, on a 


{ Ë 
We S HG+K+K)| 
V+di=D on ae | 
2 | 
| #(%k) 
ou 
(11) V+di= D log cos am. 


Enfin, dans le troisième cas, on obtient 


AE +K)| 


(Te 
Lai 


(IT) V + di D log A am. 


V+di=D log 


ou 


19. Prenons &, 6 pour les coordonnées rectangulaires d’un point d'un 
plan et formons un rectangle (#g. 16) dont les côtés correspondent à 


(1) G= 0}; a—2n Va vb, D = Cie 
ou à 
(2) U—10X Uu—2T, DE 0ÿ, PT: 


Puis faisons sur le tore une entaille le long du cercle qui se projette 
sur la droite AA et le long du cercle A C’A, D’. 

Cette figure sera ainsi terminée à quatre côtés qui correspondront 
aux quatre côtés du rectangle. Néanmoins, quand on connaitra les cou- 
rants qui traversent la plaque dont la surface moyenne est le tore, on 
ne pourra en déduire, en général, des courants dans la plaque rec- 
tangulaire correspondante; car les courants, dans le tore, traversent 
les cercles donnés par les équations (1) ou (2), et les courants, dans 
le rectangle, qui sont les images des premiers, traverseraient égale- 
ment les côtés du rectangle. 

Mais, au contraire, dans les trois cas particuliers examinés ci-dessus, 
les cercles (1) ne sont pas traversés par des courants, comme on le 
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voit immédiatement, sans calcul. Donc, dans le rectangle, image du 
tore, les quatre côtés qui Le terminent ne sont pas non plus traversés 
par des courants. 

La fig. 16 ci-jointe représente la plaque rectangulaire. L'image du 
point A du tore vient sur le rectangle en A et B; l’image du point À, 


Fig. 16. 


est représentée par les quatre points 1, r”, 1” et 1”; celle du point A, 
est en 2 et 2’; celle du point À, est en un seul point 3. Dans ces trois 
cas, les formules (1), (IT), (HI) donneront le potentiel V et les lignes 
de courant Ÿ — const. dans la plaque. Dans chacun de ces cas, deux 
courants égaux entreront en A et B, et ils sortiront dans le premier 
cas par 1, 1’, 1, 1”, dans le deuxième, par 2 et 2’; dans le troisième, 


par 3. 


Courants dans une plaque rectangulaire. 


20. Un courant entre dans une plaque rectangulaire par le point P 
et sort par le point P'; de plus, P et P’ sont symétriques par rapport à 
une des deux lignes moyennes du rectangle (Jig. 17). 

Prenons les axes de coordonnées parallèles aux côtés a et b du rec- 
tangle et leur origine au centre de la figure ; puis menons l’axe des y 
positifs du côté des points P et P’. Le potentiel V satisfait à l’intérieur 


du rectangle à l'équation 
BV V 


de Ÿ dy 


on à les conditions aux limites 


aN a 
ste à a 
0 pour : =+- 


re —0 pour y—+2. 
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Enfin V est infini comme Clogr au point P ou (x’,y') et il est infini 
comme — Clogr au point P' ou (— x’, y’), r étant la distance à P 
ou P’. 

Prolongeons la droite PP’ jusqu'aux points H et H', où elle rencontre 
le périmètre du rectangle et désignons la fonction V par V, ou V;, 


suivant qu’elle appartient à un point de la bande HBB’H° ou de la 
bande HCC'H'; V, et V, seront représentés par deux expressions dif- 


férentes. 
Posons d’abord 


(æ) ne =, 


p étant un nombre entier impair; puis, pour la bande HBB'W’, for- 
mons le potentiel en posant 


Vi = DAC m)sinmæ'sinmæ ; 
p=1 


la dérivée de V, par rapport à x s’annulera ainsi pour & — + ©. En- 
Q © A \ 2 
suite /(y, y’, m) doit être, par rapport à y, de la forme 


Aeny + Be”, 
et, comme la dérivée de V,, par rapport à y, doit s'annuler pour 
b 
VY — 52 on à 


! b 
1(7, y', m) = coshm É —y) o(y!). 
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D'après cela, on peut poser la première des deux formules 


V, = À 02) coshm (© 7) sinmæx'sinmx, 


p=1 


- b 
Ni > o,(7')cosh/n (: + r) sinnmzx'Sinmnr, 


p=1 


et l’on obtient de même la seconde. 


21. Remarquons maintenant que la fonction V et sa dérivée par rap- 
port à y doivent être continues le long de la droite HH'. Donc, pour 
dV; dV; 
dy dy 
première de ces deux conditions, en prenant 


- Nous satisfaisons à la 


7 = y’, V, doit être égal à V, et égal à 


SN coshm(= 1) coshm(} =) sinnmæx'sinmær, 
pES 


& b 
DE cos han (= y) coshm {© +) sinnæx'sinmæx, 


p=1 


et nous déterminerons les coefficients A, par la seconde condition. 


Posons 
sinnmx'sinmzx—=T; 


nous aurons 


V;,—=12A,[coshm(b —7y+7y')+coshm(y+7y')IT, 
LEA 


V,—123A,[coshm(b+y—7)+coshm(y +y')IT, 
puis 
D ESmA,[—sinhm(b—y +) +sinhm(y +y IT, 
y 
Te = 1EmA,l sinhm(b+y—7y)+sinhm(y+7y')IT. 


Supposons y très peu différent de y et faisons, dans la première déri- 
vée, y =7 + e et, dans la seconde, y = y'— €; alors, en négligeant 
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une quantité évidemment nulle à la limite e — o, nous aurons 


r T 
ANS UNS EE EmA,sinhm(b—e)T. 
dy dy 


Posons 
D 


MA, = — ; 
PP sinhmb 


D étant une constante, et nous aurons 


dV, dV, sinhm(b—e) 


dy dy sinh mb 
Orona 
sinhm(b—e) SEE Dent nn 
PR AT Re name sinhne, 


et 1l en résulte 


NS ANA ; ; 
re dr 2e [cosm(x — x')— cosm(x + x')] 
e—2b 


— DD ones. 


La seconde partie de cette expression est évidemment nulle pour e —0; 
la première partie l’est également. En effet, on a 


ae . I sinhe Cos2 « 
Em COS Cm COS CT Em COS —— 


4 cosh2e —_cos2&° 


expression qui tend vers zéro quand € devient infiniment petit. Ainsi, à 
la limitee —o,ona 

CARRE 

CH/ncrr, 


le long de la ligne HW. 


22. Vérifions ensuite que la fonction obtenue pour V devient infini- 
ment grande comme Clogr aux environs du point (x, y‘). Posons 


TL + p, Y=Yy'+Ee, r = Vp?+ €? 
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dans l'expression de V,, en prenant € positif; nous aurons 


D L ! 
Ni = > hp COS (D —€c)+coshm(2y'+e)] 


p=1 


X sinmæx'(sinmæx'cosmp + cosmx'sinmp). 


En supprimant dans V, des parties qui, évidemment, ne peuvent de- 
venir infinies, on a 


D - 1 coshm(b—e) 


V— - sin?nx! COosm 0. 
Î or mp  sinhmb P 
p=1 
On a ensuite 
coshm(b—:) cm /ICOSNYE 
= — CIE = 
sinh mb sinhmb 


sin?mæx'—{?(1—cos2mx"), 


et l’on peut de même réduire V, à 


. : 
Dax: 

Vi,= -— > — eT ME COS MP, 
P 


4T 
p=1 
oùpa les valeurs 1, 3, 5, .... 
On aura 
T 3T 
He TE = 3T 
D =e "cosmp—e ci de 0 ses 
12 b b 


18 LP ue ue 
a 
% © X (e) £ 


Le premier et le troisième terme se réduisent à la limite chacun à 
! log 2, et la somme des deux autres est 


— Llog(s+ p°)— Loge 


Donc, en négligeant ce qui ne peut devenir infini, on voit que V, se 
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réduit, aux environs du point P, à 


— — logr. 


ST 


Afin que V, se réduise en ce point à Clogr, il faut faire 


DE ie. 
on a donc aussi 
LC es CES 
DO ne. 
On obtient donc enfin 
b 
ee coshmn (> —») b 

EVER n| LS Ee PI . . en. 
\ = SCY 5 Nr coshre (© + }sinma sinmx', 


‘b 
coshrr (= +y) 
Na = SD 5 


b 
- coshm(l =-—7y'\sinmzxsinmx! 
si P sin h mb É 4 À 


mayant la valeur (x) et les sommations s'étendant aux valeurs r, 3, 5,..., 
jusqu’à l'infini du nombre p. 

On obtient ensuite facilement les lignes de courant: elles sont don- 
nées par l'équation ÿ = const. en prenant pour Y l’une ou l’autre des 


sinhm (2 ) 
1 2 cat 


à b AE , 
Ur > coshm| - + y')sinmx'cosmnx, 
P sinhmb \2 


expressions 


sin hr (= Le ) 
=> ue coshm À 1\ si ! 
an P sinhmb 2 J ]SINMmX COSMX, 


suivant que y est plus grand ou plus petit que y’. Les sommes sont 
prises comme dans les formules précédentes. 


23. Les séries qui donnent V, et V, sont faciles à calculer, pourvu 
que le point où l’on prend ces quantités ne soit pas très près de P ou 
P’. Indiquons comment on pourra calculer le potentiel pour un point 
très voisin de P ou P’. 
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Caleulons V, aux environs de P en faisant, comme ci-dessus, æT—X' +0, 
Y=Y+E; nous aurons 


I I 3 
2 V — Ep 771E Cos mn D — eTME COS2m x! 
1 Cet à p° F P 


1 1 


Le] 


Le) 
d ESP sol 1 cosh2my! 
ae 2ù = = 3) DR 
p  sinhmb ip sinhb 
1 


Sin? 72t' 


en négligeant des quantités très petites. On a ensuite 


cosh — 


TE 
: — + COS — 
2 (42 «a 
— exe Cosmo —1loc 
P Î % O TE 
© 


cos h — 


cosh - 


I € 1/ 1 
— eT7E cos2amnx —1loc 
P 4 D TE al 
COS cos = 
[42 [42 


en négligeant encore de très petites quantités. On aura donc la formule 


! 


T /° T TL 
LV, — 10g — + — log tang 


1 e"bsinmx ,% 
iÈt 1 


— Bio à 


1 cosh2my"! 
p sSinhmnb 


sin?mnx"!, 
dont le premier terme n’est variable que par r et dont les trois autres 
termes sont indépendants de e et p. 

On obtiendrait exactement la même valeur pour V, aux environs du 
point P. Enfin V prend des valeurs égales et de signe contraire sur le 
cercle décrit du point P’ comme centre avec un rayon égal à r. 

On peut calculer la résistance de cette plaque comme nous avons 
fait au n° 5. Supposons deux électrodes de rayon r dont les sections 
qui les terminent ont leurs centres en P et P’; la résistance sera 

VV Nr I 


l Pi ne Tin 


Mi 
û 


puisque = — 27 xhC. 


22 
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Courants dans un parallélépipède rectangle. 


94. Nous considérons un parallélépipède rectangle limité par les 
plans 


L’électricité entre dans ce corps par un point P et sort par un point 
P’ et nous supposons ces deux points symétriques par rapport au plan 
des zy. Soient (x’,y',z') et (— x’, y’, z') les coordonnées de 12 ei 127, 
La fonction Y satisfait à l’intérieur du corps à l'équation AV = o et l’on 
a les conditions aux limites 


— — Dour æ = + — 
dx Ê à 
aN b 
a — 0 Dour Y = + — 
dy [ 14 2° 
aN C 
— = pour z — È> 


Enfin V est infini comme £ au point P et comme — = au point P',r 
étant la distance à P ou P’. 


25. Avant de résoudre ce problème, considérons d’abord la fonction 
U de Green, qui satisfait à l'équation AU — o à l’intérieur du parallé- 
lépipède, qui y est finie et continue ainsi que ses dérivées du premier 
ordre, excepté au point (x’, y’, =’) où elle devient infinie comme = 

L] . - 7j 
qui est nulle sur les six faces du corps. 

Partageons le parallélépipède en deux parties par le plan z — z'et 
désignons par U, et U, la fonction U suivant que & est plus grand ou 
plus petit que 7’. 

En général, si la fonction de Green est exprimée sous forme finie, 
elle ne change pas par la permutation de x, y, 3 avec æ’, y’, 3’. Mais, 
comme U doit être donné par deux séries distinctes suivant que z est 
plus grand ou plus petit que z’, l'échange de x, y, z avec x’, y’, z' doit 
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permuter les expressions de U, et U, l’une dans l’autre. Nous sommes, 
d’après cela, conduit à poser 


S — sin? T z—° sin ZT ne Sn ET RES En LE no 
a b 2 a 2 b 2 


et à prendre 


les deux signes sommatoires s'étendant à toutes les valeurs entières et 
positives de p et g. 
De cette manière, se conditions aux limites sont satisfaites sur les 


plans æ — +°  — 2. Chaque terme de U, doit satisfaire à l’équa- 


tion AU, = oet doit s ee pour z — 5 il en résulte qu’on a 


© C . C 
Ha) = sil (© — <) sinhm (£ + s') , 
où À,,, est un coefficient constant et où 


DIT Lan Se 


Pour déterminer le coefficient AÀ,,, considérons la fonction 


b 
(æ) u=sinnm(©s) sin BE (o—%) s sin ZE ( ©), 
2 a 2 


qui satisfait à l'équation Au — o et qui s’annule sur toutes les faces du 
parallélépipède, excepté sur la face 3 — 2e Soit do un élément de la 


surface de ce prisme ; d’après un théorème connu (Théorie du poten- 
tiel, Le Partie, Chap. IT, n° 18),ona 


I dU 
ur [ed 
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dn étant l'élément de normale à la surface, mené intérieurement, et 
l'intégrale s'étendant à tous les éléments de la surface. Il en résulte 


(B) = fe) ou 


C 
Pour z — ;’0naà 


: JO G\ 2 Gus b° 
u —= sinhcsin — | x — - |sin-—— = = }> 
a 2 b 2 


\ / 


a Fr > > A,am sine (© 2 s')s. 
D Q 


Substituons ces expressions dans (8) et ne conservons que le terme 
qui n’est pas nul; il restera 


rot : : CHE, DIN BNC Gas), 0 
u— Se Apt sinhmcesinhr (£ +- :') sin 2e (2 — :) SD ma 


2, 
Supprimons les accents de cette formule et identifions-la avec (x); 
nous obtiendrons 


16T 


À = = — 0 
234 mab sinhme 


D’après cela, nous avons 


16 T é C x 
U, = — D ——— sinhm(-—3:)sinhm|-+3)s, 
ab m sinhmc 2 
PONT 
16 T > C : C 
Un Dos ———— sinhm|-+3)sinhm|-—3!}S, 
ab m sin h mc 2 2 
à 7 


© 1 OS 


où les signes sommatoires se rapportent à toutes les valeurs entières 
et positives de p et q. 


26. Faisons dans U, 


3—3 +E, æ—=x'+ à, v= 77 +6, 
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e, a, $ étant très petits et e étant de plus positif. Nous aurons 


oshm(c—Ee) — n(25 +e)].S, 
Le à Fe ( °) 20e cat de 1]: 
ou, en supprimant une partie qui ne peut devenir infinie, 


8 T 
U, er » > msnhmnecoshm(ce—e).s. 
q 


P 


Remplaçons le produit des premier et troisième facteurs de S et celui 
des deuxième et quatrième facteurs par une différence de cosinus; puis 
supprimons encore ce qui ne peut rien donner d’infini dans U,, et il 
nous restera 


MAINS D coshm(c—e) pra SAP 


= — = cos 
ab dm m sinhmc a b 
p a 


Enfin, pour une raison semblable, on peut réduire cette expression à 
ne cos PTE qTb 
Û LE er ont cuis 


. J . . 
La fonction U a pour valeur = aux environs du point(æ’,y’, 3°). Donc 


l'expression (y), dans laquelle les sommations s'étendent à toutes les 
valeurs entières et positives de p et g et où 


ne DRE 
HO = D 
se réduit à 
I I 
Ô | 
‘2 M WE cr 


quand €, «, 6 sont infiniment petits et e positif. 
Si dans (+) on change « en « + a, on a l'expression 


0 22 e=me cos PTIT © 2) Ce Re 
m b 
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et quand on y fait p —1,2,3,..., on obtient des termes alternative- 
ment positifs et négatifs : il est donc aisé de voir que cette série double 
a une valeur finie. On peut donc, d’après cela, retrancher cette série 
de (y) sans changer sa partie infiniment grande; il en résulte que 
l'expression 


AT Dore PTa qTè 
— CR ACOS LR ICOSE SE 
Cn) ab De m° a B 
PT 
où qg prend encore toutes les valeurs 1, 2, 5, 4, ... jusqu'à l’infini, 
mais p seulement les valeurs impaires 1, 3, 5, .., a encore pour valeur 


l'expression (à). 


97. Revenons maintenant au problème que nous nous sommes 
d’abord proposé. Désignons par V, et V, la fonction V, suivant que z 
sera plus grand ou plus petit que z', et représentons par »2 la même 
quantité que ci-dessus; puis prenons pour V, et V, les expressions 


suivantes : 
C C 
VENDEE. cosh m É — <) coshm (£ = :) 1F, 
pq 


NN coshm (£ + s) coshm É ” z!) T, 
P 9 


2} 


en faisant 


les signes de sommation s'étendent à toutes les valeurs entières et po- 
sitives de g, mais seulement aux valeurs positives et impaires de p. 
Ces expressions de V, et V, satisferont aux conditions aux limites. 

On voit que l’expression de V, est égale à celle de V, pour 3 = :'; 
mais il faut encore que l’on ait 


dV, _dV; 


DE = pour 3 —5;!, 
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et l’on pourra vérifier qu’on satisfait à cette condition en posant 


D 


Re NL) 
47 msinhmce 


où D a la même valeur pour tous les coefficients. 
Cherchons la constante D. Faisons dans V, 


BE TT a, y +, 


e, «, B étant très petits; nous aurons 
ml 
22; m line | coshm(e — €) +coshm(25 + )| T 


On peut supprimer le second coshyp sans modifier la partie infinie de 
V,, et de même on peut réduire T à 


D TO T 
+ COS PE COS ee 


Ainsi l’on a 
= EE, 2 coshm (c — €) Sa DT ae qTB 


sin h 77€ a b 


ou encore 


Nr m2 CHACOS— _. mE. 


où p a des valeurs impaires seulement. Cette expression doit se ré- 
à nf ; El 
duire à - et, comme l'expression (n) se réduit à — nous en concluons 


Donc nous avons en définitive 


C C , 
… 32 coshm (£—<) cosh/mn (£ +4) 
a ED: mn 


sinh/nc 


T, 


coshm ( 


Jcoshn (5) 

7 COS 72 Re 

Hp yE = 

Go m sinh nc 3 
nd 


CS 
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q ayant toutes les valeurs entières positives et p toutes les valeurs po- 
sitives impaires. 

Ces deux formules proviennent de la division du parallélépipède 
rectangle par le plan 5 = z'. On pourrait représenter la fonction V 
d’une seconde manière en partageant le parallélépipède par le plan 
Do etlLion aurait deux formules entièrement semblables aux deux 
précédentes. En égalant les valeurs de V déterminées des deux ma- 
nières, on obtient quatre formules de transformation de séries qui 
sont très remarquables. 

Faisons aussi observer que, si les deux points P et P' sont situés 
sur la face z — . l’espace relatif à V, s’annule et il n’y a plus qu'une 


formule pour représenter le potentiel V 


Go sin h/nc 


ue à coshmn É ee :) 
es A 20 21 
V Do T 
p q 


28. Si les deux points P et P’ sont situés aux centres des faces 


(42 «a 
æ— + -:0n fera y'= 0,7 = 0, æ— = et l’on aura 


ee : coshm (© —<) ne 
TD 5 = 2 cos TP sin PS, 


ab m ù n b a 
p q sin h — 
C 
16 SY coshm (T + +) 
u 0) ITA DIT 
NC ZE Coin 
È ab dem Mn LL 0e b a 
q P sin h — 
2 


où le signe de sommation relatif à p s'étend à toutes les valeurs im- 
paires et positives de p et le signe relatif à g à toutes les valeurs paires 
et positives de g; on prendra en outre chaque terme avec le signe + 
ou — suivant que p est de la forme 4n + 1 ou 4n + 5. 

Caleulons le potentiel V aux environs du point P dans ce cas parti- 
culier. Faisons dans V, 
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æ, B, € étant extrêmement petits ete, « étant positifs; nous aurons 
coshm | - — 
. ; à ) P qTB 
Dr tu 
m mc b 
nh — 
En appliquant la formule 
C 
COS hm É — ) me 
2 à — — coshme 
— eT ME e 2 
5 mic ï mcC 
sin h — sin h — 
o 2 
nous obtenons 
= D TC T ie — — ; Coshme 
ne mcC 


ou, en négligeant des quantités de l’ordre de €, « et 6, 


mc 


CM EUR Dieu 
ee ab DD sinh 2 


MIN = 


V, est fourni par la même expression. Or le dernier terme est indé- 
pendant de e, «, 6; il en résulte que la valeur de V est la même sur 
tout l'hémisphère situé dans le parallélépipède et décrit du point P 


comme centre avec le rayon 7. 


CHAPITRE VL 


PROBLÈMES PARTICULIERS RELATIFS À DES COURANTS D'INDUC- 
TION PRODUITS DANS DES PLAQUES OU DES CONDUCTEURS DE 
RÉVOLUTION. 


Dans les Chapitres précédents, nous avons étudié d’abord les actions 
des courants linéaires, puis nous nous sommes occupé des courants 
permanents dans des conducteurs de forme quelconque. On pourrait 
maintenant chercher à exposer une théorie générale des courants va- 
riables dans des conducteurs de forme quelconque. Mais nous pré- 
férons remettre à plus loin cette théorie qui exige quelques principes 
nouveaux, et nous allons exposer quelques cas d’induction dans des 
plaques et des conducteurs de révolution, qui peuvent être traités par 
les seuls principes des Chapitres précédents. 


Courants permanents produus par inducüon dans une plaque courbe. 


1. Nous avons vu, dans le Chapitre V (n° 11-14), comment on 
trace, sur la surface d’une plaque courbe, d’épaisseurinfiniment pe- 
tite et constante, deux systèmes de lignes orthogonales entre elles, de 
manière que l’un de ces systèmes puisse représenter des lignes équi- 
potentielles et l’autre des lignes de courants. 

Ù SI ces lignes de courants, quoique permanentes, sont produites par 
induction, elles seront, en général, fermées et ne se couperont pas 
mutuellement. 

Les lignes de courants étant données par l'équation 


a — Const., 


traçons une série de ces lignes obtenues en faisant varier & par degrés 
infiniment petits. Désignons par ds la longueur d’un élément d’une 
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ligne équipotentielle ; on peut choisir la fonction #, de manière que la 
A Ve RES RE CE : ; ; da 

quantité d'électricité qui traverse ds soit représentée par 7 ds (Chap. V, 


n°11); cette quantité demeure constante entre deux lignes æ& et «+ da, 
séparées par la distance variable ds. Ainsi la portion annulaire A de la 
plaque comprise entre les deux lignes « et « + da peut être assimilée 
à un courant linéaire ; son effet magnétique est donc le même que 
celui d’une double couche magnétique A’ dont la puissance est dx et 
qui coïncide avec la partie de la plaque renfermée dans la courbe & 
(Chap. IT, n° 13). 

On peut en dire autant de chaque anneau de courant extérieur à A. 
Donc l’anneau À de courant peut être remplacé, quant à son action 
extérieure, par la différentielle de la somme de toutes les couches ma- 
gnétiques superposées, correspondant à ces différents anneaux de cou- 
rant. Ainsi, comme la puissance magnétique de A! est du, la puissance 
magnétique totale de toutes ces couches en un point de l'anneau A est 
a + C, C étant une constante. Les anneaux de courants intérieurs à 
A ne modifieront pas la puissance magnétique sur A. Donc enfin tous 
les courants de la plaque peuvent être remplacés par une couche ma- 
gnétique qui coincide avec la plaque et dont la puissance est & + C en 
chaque point. 

Sur le contour de la plaque, la puissance magnétique est nulle ; la 
valeur de C est donc égale à la valeur de & sur ce contour, prise avec 
un signe contraire. 


2. D'après la formule connue pour le potentiel d’une double couche 
magnétique, si nous remplaçons & + C par p, nous avons, pour le 
potentiel magnétique de la couche de courants, en un point extérieur, 


P= f £cos(r, n) do, 


où r est la distance du point donné à l’élément do de la surface 
moyenne de la plaque et x la normale menée du côté positif de la 
couche, et où l’intégrale s'étend à tous les éléments do. (Théorie du 
potentiel, N° Partie, Chap. IV, n° 11). 

D'après ce que l’on sait sur les couches magnétiques, la fonction P 
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varie d’une manière discontinue à travers la plaque. Désignons par P 
et P' les valeurs de P sur les faces positive et négative ; nous aurons 


P—P'+4xp. 


Mais la composante normale à la plaque de la force magnétique varie 
d’une manière continue à travers la plaque. 

Supposons ensuite la plaque plane et traçons les axes rectangulaires 
des æ, y dans son plan moyen. Désignons, comme au n° 11 du Cha- 
pitre V, par 


B — const. 


les lignes d’égal potentiel. La quantité d'électricité qui traverse un 
1 , . d l . . . 
élément ds d’une de ces lignes est ne 5 ou Eds; ainsi le courant, pris 
pour l’épaisseur de la plaque, est 


JD CD 
Riz 


n/a) +) VC) + (9) 


On aura les composantes du courant, pris dans toute l’épaisseur de 


Rue dp ; 
la plaque, en multipliant + parles cosinus des angles du courant avec 
les axes des æ et y; ces cosinus sont 


en posant 


RAP Res DRAC 
Hdx Hdy’ H dy — Har? 


on obtient donc pour ces deux composantes w, e respectivement Æ et 
da ; ; : 
— 7 et l'on a ces deux équations 
T 


m2 
dy 


P 
U= — 3 CE 
dx 


Plaque plane traversée par des courants induits variables. 


! , Q no nt 
3. Nous venons de voir que l’action magnétique extérieure d’une 
plaque traversée par des courants induits est égale à celle d’une 
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couche magnétique dont nous avons désigné la puissance par p. Sup- 
posons la plaque plane et posons 


IT représente donc le potentiel d’une couche de matière distribuée 
sur la surface o avec la densité p, et le potentiel de la couche magné- 
tique a pour expression 


App eut dl, 
p= fÉcos(r, de) do . 


IT est une fonction paire en z, P une fonction impaire. La différence 
des valeurs de P sur les deux faces de la plaque étant égale à 4Ttp, on 


a donc 
P— 27p sur la face positive 


——2np sur la face négative. 
Soient X, Y, Z les composantes de la force magnétique; nous aurons 


+. {din © ga 


= EST) 
dz dz? 


et Z possède la même valeur sur les deux faces de la plaque. 
Désignons par X,, Y, les valeurs de X, Y sur la face négative de la 
plaque; nous aurons sur les deux faces 


dP dp 1 
x ET Ki —=—X, 
GA dp ie 
nn Y,=—Y 


D'une manière générale, nous avons 


oder ÿ— dII 7 — EN 
(1) TT Cac Tee de 


et si, introduisant trois fonctions nouvelles $#, G, 5, nous posons 


_.. 


dj DAS D re An a5 " 


T dy dz midz ar air dy’ 
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nous aurons ces trois équations 


ds dG_ æI 


CH GT 

de dry 

AO SOC RE NTAIT McPIUE GPA 
CRAN CONS THE dy? 


et nous y satisferons en posant 


+ ac Es 
VE 0. y — 9 D . 


4. Il est facile de vérifier que #, G, 5 auront les valeurs données au 
Chap. IV, n° 6. 
En effet, nous avons trouvé ci dessus (n° 2) 


,—% 4 
Ad ÉRR 


désignons par € l'épaisseur de la plaque et posons 
Die; V— 1e, DEIDiE; 


u,, #, sont les composantes du courant qui traverse normalement l’u- 


nité de surface, p, est la densité de la plaque dont le potentiel est IF, 
et nous aurons 


AT = — 4rTp;; 
il en résulte 
__ dpn n À GI ERA 
U; — dy = A dy e- te , 
ou 
AS — — 4nu:; 


donc, en désignant par d& l'élément de volume de la plaque, nous 
aurons la première des deux équations semblables 
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et, comme la composante æ du courant suivant l’axe de z est nulle, on 


peut aussi poser 
(59 À 
5 =f = lo = 0 


5. Supposons ensuite que, outre les courants qui traversent la 
plaque B située dans le plan des x, y, on ait encore une couche ma- 
gnétique ou une couche de courants parallèle au plan des x, y. Nous 
concevrons que cette seconde couche C se meuve parallèlement à elle- 
même. 

Désignons par IV le potentiel analogue à II et dû à la plaque C; nous 
aurons, pour le potentiel magnétique de cette plaque, 


et, si l’on désigne par $, 6’, S'ce que deviennent f, G, 5 pour la plaque 
C, on obtient 
ail’ e GATE 


gi! — » G—=— ——;, No 


dy 


6. Admettons que la plaque B demeure fixe et désignons par R la 
résistance spécifique de la matière de la plaque divisée par son épais- 
seur. D'après ce que nous avons vu (Chap. IIT, n° 14 et 20), les com- 
posantes de la force électromotrice d’induction sur un courant linéaire 
de cette plaque sont, suivant les axes des x et y, 


d 2 D d 
me NU )E 
ajoutons-y les composantes 
ua? 
dx dy 


de la force électromotrice provenant de l'électricité libre et de l’élec- 
tricité de la double couche située sur les faces de la plaque dont le po- 
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tentiel est o; nous aurons 


d Se ro do 

Ru > Cor 

@) d do 
bo SeetS Do 


et par suite, en prenant II sur le côté positif, on a 


(3) SE EE Re 
TD SrCpoe nn De eds 


donc les équations (2) deviennent 


RE TIRSS d? ; do 
(4) D GE ane à AD I RUE GR 
un 

RATIO d? ; do 

or dxdz rec CE Qu?) dy 


Différentions ces deux équations respectivement par rapport à æetàay 
et ajoutons ; nous aurons 
ap GP 
_s St + == 0; 
dx dy 


Sur le bord de la plaque, p est nul et l’on a la condition 


dil 


(3) ri 


Ensuite, comme les courants ne traversent pas le bord, on a aussi sur 


ce bord 


d'II RE d'Al... pb 
Ad ES dE de 


en désignant par À l’angle de la normale avec l'axe des æ, et cette équa- 
tion peut s’écrire 
GOT 


STE n 
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en désignant par ds un élément du contour de la plaque. Mais cette 
condition rentre dans (5). 


7. Supposons maintenant que la plaque soit infinie dans tous les 
sens. La fonction ©, étant finie et continue, ainsi que ses dérivées du 
premier ordre dans tout le plan des xy, se réduira à zéro. Posons 


R 


2T 


2 


et intégrons les deux équations (4) où + est nul; nous aurons 


di ail Gr ne 
ANNE dt AE 0) 


h 


4. (, à) étant une fonction arbitraire. Mais nous allons voir que la fonc- 
tion y(z,1) doit être supprimée, et cette équation se trouve ainsi ré- 
duite à 

di di ar 
dz de dt 


(6) h 2%, 

Le problème précédent est ainsi exposé dans le Traué d'électricité 
de Maxwezz; mais nous traiterons l'intégration d’une manière toute 
différente de celle qui se trouve dans cet Ouvrage. 


8. S'il n’y a pas de force inductrice extérieure agissant sur la plaque 
B, on aura Il —oet 
dW  dIl 
(7) VER 


x 


C’est le cas d’un système de courants de la plaque abandonné à lui- 
même, qui s’affaiblit par l'effet de la résistance. On aura, en intégrant 
cette équation, 


(8) = /f(x,7,:+ ht). 


L’équation (7) est démontrée pour = = 0. Mais, en considérant la 


td : ail : 
plaque comme ayant une épaisseur très petite e, II et == ont la même 
2 
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valeur de part et d'autre de la face positive de la plaque. Les deux 
équations (7) et (8) sont donc vraies pour £ très petit positif. D’ail- 
leurs IT, au-dessus du plan des x, y, satisfait à l'équation AIT — 0, est 
fini et continu, ainsi que ses dérivées du premier ordre et s’annule à 
l'infini. On en conclut que, pour toute valeur positive de z, IT est 
représenté par la formule (8), où f(x, y, =) est une fonction qui satis- 
fait aux conditions précédentes de continuité et à l'équation 


(9) Af — 0. 


Les composantes de la force magnétique en un point (x, y, =) sont 
données par les formules (1). Si donc on fait passer un système de 
courants à travers une plaque d’étendue infinie et qu’on l’abandonne 
ensuite à lui-même, son effet magnétique du côté des z positifs sera le 
même que si le système de courants avait été maintenu constant et que 
la plaque eût été mise en mouvement dans la direction des z négatifs 
et avec une vitesse égale à À. 

Prouvons maintenant qu'il n’y avait pas lieu d’ajouter la fonction 
arbitraire y(z,#) au second membre de l’équation (7). En effet, 
comme cette équation convient à tout l’espace situé au-dessus du plan 
des æ, y, en prenant le A des deux membres, nous aurions eu ÀAy — 0 
et par suite y = Az—+B, À et B étant indépendants de x, y, z, et 
cette fonction ne modifierait pas les valeurs que nous avons trouvées 
pour u, p et NN 7; 

Remarquons que #, #, X, Y, Z s'expriment au moyen de P par les 
formules 


ROLE TR 
27 dy nor dr. 
nr dP NRA EME dP 
A 
NE Ha cl 
Ainsi II n’entre que par = P dans les expressions de w, ?, X, 


Y, Zet la fonction P satisfait aussi à l'équation (7), en sorte qu’on 
peut poser au lieu de (8) 


P=— f(x; y,z + ht), 


f(æ, y, z) étant encore une fonction qui satisfait à l'équation (9). Dé- 
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signons par F(x, y) la valeur de P sur le plan des æy pour & — 0; 
cette valeur se déduira facilement de l’état donné des courants à l'in- 


stant initial. Posons 
he He=’2, 


nous aurons l’équation 
HW EH 
+ == + 72H — o, 
GES dy? 


qui est satisfaisante en posant 
H — A cosp(x — a) cosg(y — 6), = De; 
on en conclut la solution particulière 
J = A cosp(x — a) cosq(y — Be-=vr+7, 


puis la solution générale 
ie el | F(x, B) cosp(x — à) cosg(y —B)e V1 dp dq da dÿ. 


Pour z — o, cette fonction se réduira à F(x, y). Enfin on aura pour 
z positif 


B) cosp(x — a)cosq(y — Be-E+AVr + dp dq da dB. 


= 7 


Nous avons vu (n° 3) que la fonction P est impaire en z; on obtiendra 
donc la valeur de P du côté des z négatifs en remplaçant z par — 5 et 
en changeant le signe de l'expression. 


9. Revenons à la supposition d’un système de courants induits dans 
la plaque indéfinie B par des courants situés dans la plaque parallèle C 
que nous mettons du côté des = négatifs. On voit, comme ci-dessus, 
que l'équation (6) a lieu dans tout l’espace situé au-dessus du plan 
des æy et qu'on pouvait faire effectivement y (z, £) = o. 

En différentiant l'équation (6) par rapport à =, nous remplacerons 
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dans cette équation les fonctions IL et Il par les potentiels magnétiques 
P et P’; ce qui donne l'équation 
(a) h 2È SES Es — GE 
Z di dt 

où P’ est une fonction donnée f(x, y, =, t) qui provient de l’action des 
courants inducteurs. On néglige ainsi l’action des courants induits par 
B sur la plaque C. 

Nous ferons commencer l’induetion au temps { = o. 

Pour intégrer l'équation aux différences partielles (a), qui est 
linéaire et du premier ordre, on commence par considérer les équa- 
tions différentielles simultanées 


dz — —_ At — dP 
 — DCR EN) 
Tr 


On en tire, en désignant par C une constante arbitraire, 


LE 00; 


nee 


La dérivée par rapport à # est une dérivée partielle et l’on peut écrire 


are SES 4 


pour 5 — 0; 


Pour intégrer cette expression, 1l faut d'abord y remplacer z par C — 4; 
ce qui donne 
> de y _ Rl,t—e) 


de 


dP dE, 


et, si nous supposons que P soit nul pour & = o, nous aurons 


de 


E | + me 
=} df(æ, y,G—ht,t—:) n 
0 


Changeons la lettre £ en + sous le signe d'intégration et la formule 


væ] 
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devient 


Û . d f(x, ter 
0 


de 


nous pouvons maintenant en éliminer Cet y faire 


Oz 1: 
ce qui nous donnera 


ê ï TA = a 
= Ces 2 Ro) ele 
0 


de 


À la variable + substituons la variable v, en posant 


F0 AT —— dù, 


et nous aurons 


D pe “ CRÉES EU 
= CNE Jo ad to Cv En 
f de 


On a maintenant l’avantage de pouvoir supprimer la quantité e qu'il 
faut faire nulle après la dérivation; il suffit de remplacer la dérivation 


par rapport à e par une autre par rapport à £; on a ainsi 


(2) dt 


0 

Pour avoir la solution la plus générale de l’équation (a), il faudrait 
ajouter à cette valeur de P l'expression F(x, y,z + At), où F est une 
fonction arbitraire de trois variables; mais, comme P est nul par 
hypothèse pour & — 0, la fonction F(x, y,:) est nulle et P se réduit 
à (b). 

La formule (b) est relative au côté positif de la plaque; on aurait la 
valeur de P du côté des 3 négatifs en remplaçant dans cette formule z 
par — z, et changeant le signe de l'expression. 

La fonction P’ ou /(æ, y, 3,t) n’est pas arbitraire; car elle satisfait 
à l'équation Af = o. Elle provient de la plaque C située du côté des = 
négatifs; représentons par 


D, 
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son plan moyen. Si la plaque C est aussi indéfinie, désignons par 
F(æx, y,t) la valeur de f sur le plan z = — /, valeur qui se déduira 
de la connaissance des courants situés dans cette plaque, et nous aurons 
au-dessus de ce plan 


= ge) jf | F(o,B,0) cosp(x — à) cosg(y— B)e GFNr EE dp dq da df, 


d’après le calcul du n° 8. Ensuite, d’après la formule (b), on aura 
pour P du côté des z positifs 


L æ 
—1 ot LES 
—= ï 2 ET —(3+hv+ 10) Vp2+q? 
PS Ï a ff JF jar P, ê É l 


x cosp(z — o)cosq(y — 6) dp dq da dB}. 


Si / est une fonction de #,y(+), il faudra remplacer dans cette for- 
mule / par y(£ — v). 


Plaque circulaire tournant autour de son axe et induite par des aimants. 


10. Si un disque métallique est mis en mouvement autour de son 
axe, en même temps qu'un aimant se trouve placé parallèlement à une 
petite distance au-dessus du disque et mobile autour du même axe, 
l’aimant subit une action qui tend à lui faire suivre le mouvement du 
disque. 

Ce phénomène, observé d’abord par Arago, provient des courants 
induits dans le disque par l’aimant, lesquels réagissent ensuite sur 
l’aimant. 

Concevons un nombre quelconque d’aimants agissant sur le disque; 
mais, pour simplifier, supposons-les très rapprochés du centre et suf- 
fisamment éloignés du bord du disque, pour qu’on puisse négliger 
l’influence de ce bord et regarder la plaque comme indéfinie. 

Prenons les aimants fixes et faisons tourner le disque d’un mouve- 
ment uniforme. Au bout d’un temps très court, les courants induits 
dans la plaque arriveront à un état permanent et le champ magnétique 


COURANTS INDUITS DANS LES PLAQUES. TOI 


demeurera invariable. C’est cet état que nous nous proposons de déter- 
miner. 

Menons les axes des æ et y dans le plan moyen du disque et par 
son centre, et employons les considérations et les notations des numé- 
ros précédents. L'action extérieure de la plaque peut être remplacée 
par celle d'une couche magnétique dont nous représentons la puissance 
par p et nous désignons par P son potentiel magnétique. D’après cela, 
si U est le potentiel des aimants, nous aurons, pour les composantes de 
la force magnétique, 

Me nat nude dl 7. dede 
GA ef 3 dz 
Les composantes w, e du courant, pris pour l’épaisseur de la plaque, 
sont exprimées comme précédemment par les formules 


(1) UNE org 
Moradye fon 7 


P étant pris sur le côté positif de la plaque. 


11. Désignons par 9 le potentiel de l'électricité située à l’intérieur 
et à la surface de la plaque. Les courants de cette plaque peuvent être 
assimilés à des courants linéaires fermés et permanents, et, comme le 
champ magnétique est uniforme, il n’y aura de force électromotrice 
d'induction que celle qui provient du mouvement du disque, et nous 
avons pour les composantes de la force électromotrice totale (Chap. IN, 
n° 14) 


dy ds do 

dz dx do 

dx dy do 
Mn 1 act 


Mais, en désignant par o la vitesse angulaire communiquée au disque, 
on a pour les composantes de la vitesse en un point quelconque de ce 
disque 
dx 
dt 


dy dz 
——0Y, Het ET 
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on a donc pour les composantes de la force électromotrice 


do do do 
Lwx— Poe mOOSEEN)= 


Les deux premières composantes sont égales respectivement à Ru et 
Re, en désignant par R la résistance spécifique de la plaque divisée par 
son épaisseur et la troisième composante est nulle, puisque les cou- 


rants sont parallèles au plan desæ, y. En ayant donc égard aux expres- 
sions de w, #, X, Y et Z, on obtient les trois équations 


( RG aP dU … do 
2 ) = dy = — TL = + 7e ee 
EEE dP dU do 
. D au dP , dU\ _ de 
mer dx ER dy ‘ dy Te 


Prenons des coordonnées polaires r et 0 données par les formules 
LI—NACOS) DAVESLNCE 


remarquons l'équation 
GIP RGP dP 


de dé de 


puis différentions les équations (2) et (3) respectivement par rapport 
à yet x, et ajoutons-les ; nous aurons 


_ R@&P OP æU 
or ds  “dzdô ‘d:dû 
Quand on aura déterminé P par cette équation, on en pourra con- 
elure w et # par les formules (1). 


L’équation (4) peut s’écrire 


C7 


—= 6) 
dz dr dr 
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et, en combinant entre elles les équations (2) et (3), nous aurons 


 Roge qi au) 
De CE CON VAE NE 
de _ R,dP 
d0 or dr 


12. Ces deux équations ne déterminent la fonction © que sur la 
plaque ou pour 3 — 0 : on obtiendra © pour z — o en intégrant l’ex- 
: @ 5 ee \ 2 
pression = dr + “re db, qui est une différence totale d’après l’équa- 
tion (5). Séparons la fonction + en deux parties : l’une, ©,, relative à 


l'électricité libre, et l’autre, ©,, relative à une double couche d’élec- 
tricité. Nous aurons pour la densité o de la couche d'électricité libre 


PR ur 


—— = = = O) / 
2TC? dz 2TC2 dE 2TC° 


D TO SCORE I ICE nr) 
< dr dr ) 


c étant le nombre de fois que l’unité électrostatique d'électricité est 
renfermée dans l’unité électromagnétique (voir Chap. HI, n° 15). 
L'unité d'électricité ayant été changée, nous devons diviser par c? l’ex- 
pression de la densité trouvée dans la théorie de l’Electrostatique. 

De cette formule on peut déduire la valeur de ©, pour tout l’espace 
au moyen de l'intégrale double étendue à tout le plan des x, y 


r dr dû 
q 


D1 — 


> 


g étant la distance d’un élément de la plaque au point où l’on prend le 
potentiel. En faisant z = o dans son expression, nous aurons la valeur 
de ©, dans la plaque, qu’il suffira de retrancher de la valeur de © trou- 
vée pour z = o, pour obtenir la valeur de ©, dans la plaque. 

La fonction w, doit varier d’une manière brusque à la sortie de la 
plaque, et, si l’on admet que l’action totale de l'électricité de la plaque 
est nulle sur de l'électricité statique extérieure, on obtient ©, à l’exté- 
rieur par l'équation 

Da + Di —0; 


on aura donc aussi ©, en tous les points de l’espace, et o, sera une 
fonction paire en . 
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Désignons par ®, la valeur trouvée pour +, à l’intérieur de la plaque 
et par ©, la valeur de ©, à l'extérieur pour z — 0; la puissance de la 
( () 
double couche située sur chaque face de la plaque sera nc 


13. Occupons-nous maintenant de l’intégration de l’équation (5). 
En raisonnant comme au n° 8, on voit que cette équation a lieu dans 
tout l’espace situé du côté des z positifs, et, en l’intégrant par rapport 
à z, après avoir posé 


2T0) 
On à 
à GjDen GA AU 
(6) ne CN 


À étant une fonction arbitraire. La fonction P satisfait aussi à l’équa- 
tion 


(oi) D = ©. 


Supposons que tous les aimants inducteurs soient situés du côté des z 
négatifs; alors le potentiel U de ces aimants satisfera également du 
côté des z positifs à l'équation 


(8) AI 6), 


Si nous faisons z — + dans l’équation (6), les trois premiers termes 
sont nuls : le quatrième l’est donc aussi et elle se réduit à 
(a) CD CINE, CA 


RE A D 


Cette équation est toute semblable à l'équation du n° 9; on peut 
donc former immédiatement son intégrale; représentons la fonction U 
par U(r, 3, 0). en indiquant les variables qui y entrent, et nous aurons 


(] 
dU r,3+h , 0 — 
== a 
0 


la dernière fonction étant arbitraire: mais, dans ce problème, il ne 


faut plus la faire nulle, mais la choisir d’après la condition que la 
fonction P ait la période 27 par rapport à 0. 
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14. La fonction U est supposée connue; elle satisfait pour z positif 
à l'équation (8) et elle a la période 27 par rapport à 0; on pourra donc 
la développer en une série de cette forme 


| U(r, 3,0) —=A,(r,z) + AÀ,(r, z) cos0 + A, (r, z) cos20 +... 


+ B,(r,z) sin 0 + B;(r,z) sin20 +..., 


où les fonctions A,, B, ne different que par un facteur constant. 
Il en résulte 


) a () 
GUKGE, & SE ou, Ou) Le : 
1 D A,(r,3+ hv) sin n(v — 0) du 
f n=1 
(10) 5 ô 
+ n [| B, (r,2+ hu) cos a (v— 0) do, 
2°) 


72 0 


formule dans laquelle A, (r, z) disparait. 
Posons, pour simplifier, 


dPA(r, z) 
dzP 


dPB(r, 2) 


a AP) (r, 3), dz? 


= Br(n 2); 
nous aurons 
n fa, z + hu) sinn(v — 6) do 


/ ë 
—— A,(r,z + hv) cosn(v — 0) + = A, (r,3—+hv)sinn(v — 6) 
na sk 5 
. 72 An (rs z + hv) cos n(v — 0) — m5 An (r z + hu) sinn(v — 0) —... 
et par suite 
() 

nf. A,(r,3 + hu)sinz(s — 60)do 

0 

joues Rice 
_—=—A,(r,z + h0) + An (rs + 0) — TAN (2 + h0) +... 


fee ; he 
+ À, (r, z) cos n 0 + A An z) sin x 0 — man z) cos n 0 —... 
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On a de même 


0 
nf B, (r, z + hv) cos n(v — 6) do 
0 


9 


3 
—TB,(r,2 +40 — = BAS :+hD+T BE (r, 2 + A6) +. 
: RE hè 1! : 
LE B,(7,2)sinr0— = Ba(r, 2) cos n Ü — 3 B (r,<)sinn0 +... 


Ainsi, l'intégrale (ro) se compose d’une fonction de la forme 
$(r,3 + A0) et de la fonction périodique suivante 


= > A,(r,2z)cosn L —— rÙ - ; An z) sin n 0 
— BY — A'(r, =) cos n0 7 DE AU , 3) Sinn 0 +. 
: ER 2 N 
+ŸB, (7,5) sin 7 6 — RD = B, (7, <) COs 7 0 —.. 


dans laquelle toutes les sommations se rapportent aux valeurs entières 
de n depuis 1 jusqu’à +. 

Afin que la fonction P ait par rapport à 0 la période 27, prenons 
F(r,z + hû) égal à #(r,z + A0) et P se réduira à — y. Remarquons 
ensuite que les fonctions À,, B, et leurs dérivées par rapport à z s’an- 
nulent pour z — + et nous en coneluons que les deux séries 


ef A, (7,2 + ho) sinn(v— 0) d , Def B,(r,z + hu) cosn(v — 0) d 


sont égales aux deux parties de y où entrent respectivement les fonc- 
tions À, et B,. Il en résulte que la formule qui donne P peut se mettre 
sous cette forme très simple 


do 


(b) = jee 0 —v) 


do 


Il est facile de vérifier que cette expression satisfait à l'équation (7), 
d’après l'équation (8). 
Cette valeur de P se rapporte aux valeurs positives de z. La fonction 
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SI 


P doit avoir des valeurs égales et de signe contraire pour deux points 
symétriques par rapport au plan des x, y. On a done au-dessous de ce 
plan 


(c) DES CUT = UNE 
à d0 


15. Si l’on veut tenir compte de l'induction du disque par l’action 
terrestre, 1l faudra ajouter à U la fonction 


Dr se Tr (J1cos0E -sin0)= #7, 


Où fi; fs, Ja Sont les composantes de l’action de la Terre. Alors, le 
second membre de l'équation (a) devra être augmenté de f,y — fx 


et P s’accroitra de 
fa fe y. 


Il en résulterait donc dans la plaque des courants parallèles dont les 
composantes suivant les x et les y seraient _ — ee Mais bien que, 

1% 1e 
dans les considérations précédentes, on puisse, avec une approxima- 
tion assez grande, supposer la plaque indéfinie, si l’aimant inducteur 
est très petit, a ses pôles très éloignés des bords et s’il est situé paral- 
lèlement au disque et très près de ce disque, néanmoins ces bords 
ne sont pas assez éloignés pour qu'on puisse admettre l’existence de 


ces courants parallèles. 


16. Cas ou les aimants inducteurs se réduisent à une aiguille aimantée. 
— Le disque étant pris horizontal, supposons que l’inducteur soit une 
petite aiguille horizontale peu éloignée du disque et dont le centre O 
soit sur l’axe de ce disque et regardons le magnétisme de cette aiguille 
comme concentré en deux pôles p, et p,, symétriques par rapport au 
point O. 

Prenons l’axe des z positifs vertical et dans le sens opposé à celui 
où se trouve l’aiguille, et menons l’axe des x suivant la projection sur 
le disque de la ligne moyenne de l'aiguille. Soient 


C0 EC), (LE 0 a SE) 


les coordonnées des deux pôles p, et p, et désignons par & et — u les 
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quantités de magnétisme qu'ils renferment. Nous aurons pour le po- 
tentiel U 


UE É Es 


Vr?—2arcosô+a+(s+c)? Vr?+oaarcosô+a+(z +c) 


La force magnétique provenant du disque, en un point (x, y, =), peut 
être décomposée suivant r, suivant une seconde horizontale perpendi- 
culaire à r et suivant l’axe des z, et donnera les trois forces 


ad? 1 dP dP 
AIRE AO dz 


2 


et P est donné par les formules (b) ou (ce). Si le point (x, y, z) est 
situé du même côté que l’aiguille, il faut adopter la seconde formule 


RE dU(, —z+hv, 00); 
Ê do 


Posons, pour simplifier, 


T,=7r?— 2 ar cos(0 — v) + a+ (hu — 3 + c)?, 


Dr 2arcos(0 D) a Eh 0 = cc)? 


et nous aurons 


dU(r, —3+hAv,0—v)  parsin(@—v) parsin(ô—v) 
RE TU EU 3 : 
T° T; 
puis 
P=—par f tr | be ®) do. 
0 2? 0 172 


Nous pourrons ensuite former les composantes de la force magnétique 
qui provient de la plaque, en différentiant cette formule par rapport à 


r, 0 et z. Ainsi, nous aurons, pour la composante horizontale perpen- 
diculaire à r, 


1 dP © cos(0 — v) © cos (0 —: 
EH af os due fl Le = D 
0 0 JDE 


1n2 DIS  .: dé” 
ner f go do + Spatr fl LUE 
F0) T? 0 fi 
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Les composantes du courant suivant r et la perpendiculaire à r seront 
no 10 1 dP 


res open) Nes 
espectivement er CA Cl re 


17. Aiguille mobile déplacée par le disque. — Désignons par P, et P, 


ce que devient P aux deux pôles p, et p,. Le couple horizontal produit 
sur l'aiguille a pour moment 


te dP, dP; 
Cru ze 
Posons 
6, — 4 a? sin? = + (hu + 2c), ©, — 4 a? cos? = (hu + 2c)?, 


et nous aurons 


Co ce} 
cos °cosu 
Kate f = dosage f dv 
or: AGE PORC 
co Q 2 (2) Q 2 
sin?v sin?v 
La 2 4 2 44 ) 
Gates f° : a+ Guat fl ue 
9 9 
Qu Ci Da CS 


Jusqu'à présent, nous avons supposé que l’aimant était maintenu 
fixe ; regardons maintenant l'aiguille comme mobile sur son pivot. 

Si le mouvement uniforme du disque n’est pas trop grand, l'aiguille 
se déplacera du méridien magnétique pour se placer dans une position 
fixe. 

Prenons encore l’axe des x suivant la projection de l'aiguille; dési- 
gnons par F la composante horizontale de l’action de la Terre et par « 
l'angle de F avec Ox, cet angle étant compté dans le même sens que w. 
Le couple produit sur l'aiguille par la Terre sera 


—_>uFasinc; 


on aura donc l'équation 
K—2pFasina—o, 


qui déterminera la déviation « de l'aiguille, pour qu'elle se trouve en 
équilibre. 

Connaissant la vitesse angulaire w du disque, on pourra calculer les 
quatre intégrales définies qui entrent dans K par les méthodes géné- 
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rales de quadrature; K grandira en même temps que et la déviation 
de l’aiguille sera fixe, en étant d’autant plus grande que w sera plus 


grand, tant qu'on aura 
K<2pFa. 


Mais, siw a une valeur plus grande que celle qui correspond à l'équation 
KR 


l'aiguille sera entrainée dans un mouvement accéléré, jusqu’à ce que 
la résistance de l'air et le frottement sur le pivot amènent l’uniformité 
de son mouvement. À partir de ce moment, l’état des courants du 
disque pourra être calculé comme si l'aiguille était fixe, pourvu que 
l’on compte toujours cet état à partir de la projection de l’aiguille et 
qu’on remplace dans les formules la vitesse angulaire © par la diffé- 
rence des vitesses angulaires w et w’ du disque et de l'aiguille. 


Conducteur de révolution soumis à l'influence d’aimants, pendant qu'il 
tourne d’un mouvement uniforme autour de son axe. 


18. Supposons un conducteur quelconque de révolution qui tourne 
autour de son axe de figure d’un mouvement uniforme, tandis qu’il 
est soumis à l'induction d’aimants fixes. Au bout d’un temps très 
court, les courants produits dans le conducteur arriveront à un état 
permanent. 

Remarquons que la permanence des courants ne se produirait pas 
dans un conducteur mis en mouvement autour d’une droite qui ne se- 
rait pas un axe de révolution du corps; car l’espace occupé par ce 
corps ne se présenterait pas constamment de la même manière par 
rapport aux aimants. L'état des courants serait alors périodique, et la 
durée de la période serait celle d’un tour fait par Le corps. 

Désignons, comme au n° 11, par o la vitesse angulaire communiquée 
au corps induit, par X, Y, Z les composantes de la force magnétique 
et par o le potentiel de l’électricité du conducteur. Les composantes 
de la force électromotrice dans le conducteur seront 


de 


Luy= D —o(X2+Yy)— #2. 
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Les courants étant permanents, les composantes de la force magné- 
tique qui provient de ces courants sont (Chap. IV, n°6) 


dÿ dû dE a dl ch 
dy de de le (de dy” 


r u °p ar:7 
= [Yan G=— f Las, Fe ds 
: F s 


et désignant par w, », w les composantes du courant. Si done on 
désigne par U le potentiel des aimants, on aura, pour les composantes 
de la force magnétique totale, 


en posant 


dy TN 

VE ds ds dU 
(= Z ee 
7 dt di dU 


Le 0 Gi dE. 
Si l'on représente par z la résistance spécifique du conducteur, on a 


Do = fhoyse = ce 


dx 


he —ZLoy — En 


d 
Rw = — w(Xzx + Yy) — _ 
On a ensuite les trois équations 
Fe = = A, 4n pe = — AC, Enw = — AS, 


En égalant les composantes w, v, æ du courant tirées de ces deux 
systèmes d'équations, on obtient 


h AC 0 GE dÜ do 
(1) jehi=- ue (ET) tue + 2, 

h 5 dG  df dU , do 
(2) Rd ep) rte 

h dÿ _ dj du ice 
(3) re us 5 7 DR CN ee ie Sie 


202 CHAPITRE VI. 


On a aussi l'équation 


(Chap. IV, n° 8). 
Désignons par $, G', h”, 9 ce que deviennent #, 6, 5, o à l'extérieur 
du conducteur; nous aurons 


| AS — 0, NT =, A = O0, Ag = 0, 
(5) | IT a) 
+ + —0 
dx dy dz 


Enfin, nous aurons à la surface du conducteur les conditions 


À, 


(4 


(6) | dé __dÿ dG _ dç' dÿ - dÿ! 
| dn  dn dr  dn’ dn  dn 


—— Gil > Ph D) = pot 
J G=G'; 5 =D" 


en désignant par dr un élément de normale mené à la surface du con- 
ducteur. 


19. Nous allons transformer les équations précédentes. Posons 


et adoptons les coordonnées r, ÿ données par 
æ—TcosY, y —rsind: 


Différentions (2) par rapport à æ&, (1) par rapport à y etretranchons: 
nous aurons cette équation, qui ne contient que l'inconnue P, 


IP dU 
A 7 
Fe Bay — adj? 
en posant 
kT 
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Désignons ensuite par P'ce que devient P à l'extérieur du corps; 


nous aurons 
APE 0; 


et, d’après les secondes équations (6), nous avons cette condition à 
la surface 
PP 


Différentions les équations (1), (2), (3) respectivement par rapport 


à æ, y, = et ajoutons. D’après l'équation (4), le premier membre de 
l'équation qui en résultera sera nul et l’on aura 


\ > 
o=—20(P—T ) 0e + ) 


dz dx Y'dy 
LEE PQ) fé es 
us ou Ces = Rte Cr de | Ra 


Éliminons 6 de cette équation au moyen de la formule 


et, après les réductions, nous aurons 


A0 = w(x AG — y A$) +au(p 9). 


dz 


Multiplions l’équation (2) par y, (r) par x et retranchons; nous aurons 


Substituons dans l'équation précédente et nous aurons ainsi une équa- 
tion qui ne renferme plus que l’inconnue ® 


(B) A® an = (PE); 


© satisfait de plus à l'extérieur à la quatrième équation (5). 
Il résulte de l'équation (B) que la densité de l'électricité à l’inté- 
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rieur du conducteur est donnée par l'expression 


a do (4) dU 
= , = (P— — } 
Fee CU 20 me" 


c ayant la valeur indiquée au n° 12. 


20. Indiquons maintenant comment on pourra procéder aux inté- 
grations. Considérant d’abord l'équation (A), posons 


— 
VV 
! 

S% 


nous aurons 


Comme on a AU — 0, on satisfait à cette équation en faisant II = U; 
désignons donc par IT, la solution générale de l'équation | 


di, 
(a) D 0 


et nous aurons, pour l'expression générale de IT, 


I — II, + U. 


Examinons ensuite l’équation (B), qu'on peut écrire 


lon GA, 
lee A 
et, en posant 
a 
Pb 
on aura 
dd 
(b) PEAR = 21T,. 


La vaieur de ® se composera de deux parties : l’une Il, qui satisfera 
à (a), aura la même forme que I,, sauf que les coefficients indétermi- 
nés y seront remplacés par d’ autres et, en y ajoutant une solution Par 
ticulière D, de l'équation (b), on aura 


D — IT, + d,. 
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Il est à remarquer que cette expression a été déterminée indépen- 
damment de la fonction U. 
Ensuite on a, pour les composantes w, p du courant, 


hu — cl x 270 
A Cab dax dz’ 
a æv 
NUE dy dz 
Posons 
ne du, se Ci 
== ED — TE 
et nous obtenons 
hu; =, w x — 2 
dx 
d® 
hv; = [oy rer dy? 


puis, de l’équation 


dx dy dz “ 
nous tirerons 
W — — us — ci 
dx dy 


Enfin on se servira de la condition à la surface 
U COS À + P COS +  COSY — 0, 


où À, u, y désignent les angles de la normale à la surface du corps 


avec les trois axes de coordonnées. 
Les expressions de u, ?, w renferment des coefficients indéterminés. 


On pourra néanmoins former $, 6, 5 d’après les formules 


= [ £a, G= f £ds, 5= f Ya. 


Jusqu’à présent, l'expression du potentiel U qui produit l'induction 
n’est pas entrée dans le caleul des quantités 9, u, e, æ, #, G, 5; mais, 
d’après l'équation (3), on a 


ds dQ dd 
nee UE For 
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et les coefficients indéterminés qu’on a introduits dans ® et qui se re> 
trouvent dans , $, G, $ pourront être déterminés au moyen des coef- 
ficients de la fonction connue U. 


Problème précédent dans le cas où la distribution magnétique 
est symétrique autour de l’axe du conducteur. 


91. Lorsque la distribution du magnétisme inducteur est symétrique 
autour de l’axe de révolution du conducteur, il ne se produit pas de 
courants d'électricité dans ce conducteur par suite de son mouvement 
uniforme de rotation, ainsi que l’a remarqué Jochmann (Journal de 
Crelle, t. 63); mais il se trouve à l’intérieur du corps de l'électricité 
libre qui, jointe à l’électricité de la surface, fait équilibre à la force 
électromotrice d’induction. 

Nous avons, comme au n° 18, les équations 


hu = Zowox — SA 


dx’ 
ho = Zoy — _ 


7 dé 
hw—=— (XX + Yy) — TE 
il s’agit de démontrer qu’on peut choisir © de manière que &, ?, æ 
soient nuls. Alors les fonctions $, G, $ sont nulles; la force magné- 
tique ne provient plus que des aimants dont le potentiel est U, et l'on 
tire des équations précédentes 


ne _ 
(1) e RS 
dy ds 
lé ant) dU 
DE ur + Te) 


Prenons des coordonnées polaires r et 4, et il en résultera 
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La fonction U satisfait à l’intérieur du conducteur à l'équation AU —o, 
qui se réduit à 


| l—— —=0O 
dr dr 


ENG .ŒU 
FR dz? 


puisque, par hypothèse, U est indépendant de 4. On aura ensuite 


dU dU 
(2) eo f ( dr dE ee dr), 


expression intégrable, comme il résulte de l'équation précédente. 
Si l'on différentie les équations (1) respectivement par rapport à æ, 
Y;, , et qu'on ajoute, on a 


AD—=— 2 cl 
ÿ dz 


Séparons la fonction © en deux parties : l’une, o,, relative à l’élec- 
tricité libre située à l’intérieur et à la surface du conducteur, et l’autre, 
2», relative à une double couche située à la surface. Nous aurons 


dU 

A9; — 0, Âpi=— 20 > 

et, d’après cela, si D est la densité de l'électricité libre à l’intérieur du 
corps, nous obtenons 


G) dU 
2TC? das 


(3) D = 


22. Supposons que le conducteur n’ait pas été chargé d'électricité ; 
l’action extérieure de l'électricité de ce conducteur sera nulle et, en 
désignant par ©, et w, ce que deviennent ©, et ©, à l’extérieur, nous 
aurons 


(4) Pi+P,—0. 
La densité à la surface sera 
2 1. dpi do 
Fa HE C2 (TE Zn 


dn' et dn étant les éléments de normale intérieure et extérieure. Or 
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on à 
do, do 
Go ce UD" 
donc, d’après (4), 
dy dy, = de 
dn EE D Go 
et, par suite, p devient 
a I do; CN de. 
ST PNG re Gi 


Ainsi © peut être calculé par la valeur (2) de 9, sans qu'on soit obligé 
de calculer à l'extérieur. 

Connaissant D et », on peut en déduire , à l’intérieur et à l’exté- 
rieur; on aura ensuite ©, à l’intérieur par l’équation 


Enfin, on aura ©, à l'extérieur par l'équation 
Por ne 


Si l’on met sur le conducteur une masse M d'électricité, elle s’ajou- 
tera à l'électricité précédente en se plaçant à la surface suivant les lois 
de l’Électrostatique. 


23. Appliquons ce problème au cas d’une sphère qui tourne autour 
d’un diamètre en même temps qu’elle est soumise à l'influence d’une 
force magnétique constante et parallèle à l’axe de rotation. 

En désignant par H une quantité constante, nous aurons 


dU ; dU 


de SN TS EU 
et, d’après l’équation (2), 
p——1+1wH7+ 0C, 


C étant une constante arbitraire. Désignons par R la distance d’un point 
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au centre de la sphère et par « l’angle que fait R avec l’axe de rotation; 
nous aurons 


@ —— 10 HR? sin°o + C. 
De la formule (3) on tire 


Mae G) 
RE 9 D) 
27 C* 


et nous aurons ensuite pour la densité à la surface 


CO I 
nc? dR 2 4rc? 


«w H a sin? co. 


Si nous désignons par X, la fonction sphérique du second ordre 
2 (COS*a — 3), 
nous pouvons aussi écrire 


— — HHa(r— X,). 


| 


Nous pouvons partager », en deux parties : l’une relative à l’électri- 
cité intérieure et l’autre relative à l’électricité superficielle, et poser 


= cf Sdm+ cf Las. 


Désignons par J et J' la valeur de la seconde intégrale à l’intérieur 
et à l'extérieur; nous aurons, d’après la valeur de p, 


2 
J = jola( 1 sa Xe) 


ES 2 
V=ole(s me) 


La première intégrale qui entre dans ©, a pour valeur, à l’intérieur, 


27 Da —2°rDE; 


à l'extérieur, 


27 
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On a donc, à l’intérieur de la sphère, 
oi —=+vwH(a— R?) + 2 © HR? X:, 
et, à l'extérieur, 
On a ensuite 
0 —=0—p=0—1oHa++toHRX:. 


La partie constante de cette expression correspond à une couche de 
puissance constante et dont le potentiel est nul à l'extérieur; on peut 
annuler cette partie constante en faisant 


et nous aurons 


Le problème est ainsi complètement résolu. 


CHAPITRE VIT. 


SUR LES UNITÉS ÉLECTRIQUES. 


l. Toutes les quantités considérées en Mécanique et dans les 
sciences physiques ne dépendent que de trois sortes de quantités : 
espace, temps et masse. Par conséquent, on peut les évaluer au moyen 
des trois unités de longueur, de temps et de masse. Ces unités sont 
dites fondamentales. 

Suivant une notation assez employée maintenant, nous désignerons 
respectivement par [L], [T], [M] les unités de longueur, de temps et 
de masse. 

On appelle unités dérivées des unités qui s'expriment au moyen des 
unités fondamentales. Toute unité dérivée est par sa nature le produit 
de puissances déterminées des unités fondamentales, affecté d’un coef- 
ficient, et, pour simplifier son expression, on réduit ce coefficient à 
l’unité. 

Si a est la valeur numérique d’une quantité, c’est que cette quantité 
est égale à a[ A], en désignant par [A] l'unité choisie pour évaluer 
cette quantité. Si donc, en choisissant une autre unité [B|, la valeur 
numérique de la même quantité est b, on aura 


a[ A] = 8[BT, 


et, par conséquent, le rapport de deux valeurs numériques d’une 
quantité est l’inverse du rapport des unités auxquelles on la com- 
pare. 


Unuites derivees en Mécanique. 


2. La vitesse est le rapport d’un espace parcouru par un mobile au 
temps mis à le parcourir; nous prendrons donc pour unité de vitesse 


212 CHAPITRE VII. 
[L]:[T] ou [LT-'], c’est-à-dire le rapport de l'unité de longueur à 
l’unité de temps. 

L'accélération est le rapport d’un accroissement de vitesse à l’accrois- 
sement correspondant du temps; c’est donc le rapport d’une vitesse à 
un temps. On prendra [LT ?] pour unité d'accélération. 

La masse d’un corps est le rapport d’une force quelconque à l’accé- 
lération qu’elle imprimerait à ce corps, si elle lui était appliquée. La 
force est done une masse multipliée par une accélération, et son unité 
sera prise égale à [MLT *]. 

Pour la troisième unité fondamentale, on prend ordinairement, en 
Mécanique, l’unité de force au lieu de l’unité de masse. Cette unité de 
force est le plus souvent le poids du kilogramme ou une subdivision 
de ce poids. Mais ce poids éprouve de petites variations, selon le lieu 
de la Terre où l’on se trouve. La masse du kilogramme reste, au con- 
traire, invariable, soit qu’on la regarde comme celle d'un litre d'eau à 
la température de 4°, soit qu’on la considère comme celle d’un étalon 
conservé aux Archives de Paris. C’est pour cette raison que, dans les 
calculs sur l'électricité, on préfère prendre pour la troisième unité 
fondamentale l’unité de masse, de laquelle on conclut l'unité de force. 

Le travail d’une force sur un point matériel est le produit d’une force 
par une longueur, et l’on prend pour unité de travail [ML°?T-* |]. 


Unüés de masse électrique. 


3. En Électrostatique, on a défini l'unité de masse électrique une 
quantité d'électricité positive qui repousse une pareille masse avec 
l’unité de force, quand ces deux masses sont séparées par l'unité de 
distance. En partant de cette définition, on obtient un système d'unités 
électriques dérivées qui est appelé systéme électrostatique. 

Mais l'unité de masse électrique a une autre valeur par suite d'une 
convention faite dans le Chapitre IT (n° 14) et de laquelle nous avons 
conclu, au n° 25 de ce Chapitre, l’unité d'intensité d'un courant 
linéaire permanent. Comme, en général, l'intensité d'un tel courant est 
la quantité d'électricité qui traverse une section du fil dans l'unité de 
temps, l'unité de masse électrique se trouve elle-même déterminée, 
dès qu’on se donne l’unité de temps, puisque c’est la quantité d’élec- 
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tricité qui traverse une section du fil dans un courant égal à l’unité 
pendant l'unité de temps. 

Le système d'unités électriques, qui dérive de cette unité de masse 
électrique, s'appelle système électromagnétique, et c’est celui que nous 
avons adopté dans les Chapitres précédents. 

Déterminons le rapport entre ces deux unités de masse électrique. 


4. Laissons d’abord arbitraires ces deux unités pour exprimer Îles 
lois de Coulomb et d'Ampère; il faut alors multiplier par un coefficient 
chacune des formules qui expriment ces lois. Ainsi, d’après la loi de 
Coulomb, l’action entre les quantités q et g' d'électricité, séparées par 
la distance r, sera exprimée par la formule 


(a) Re, 


où À désigne un coefficient constant, et, si nous adoptons les nota- 
tions du n° 24 du Chapitre IT, l’action entre deux éléments de courants 
sera 

ds ds’ 


72 


(b) KIT 


(2co8e — 3cos0 cos0/'), 


Æ étant un coefficient constant. 
2 
En faisant g'— q dans la formule (a), on voit que ÀZ est une force. 
| 5 


Dans la formule (b), #IT est multiplié par une quantité sans degré ; 
donc ÆIl et aussi Æ1? est également une force. D’après cela, le rap- 


ca GORE 


est un nombre abstrait. Comme I désigne le rapport d’une quantité g’ 
d'électricité à un temps £, on aura 


Tor DRE ne 


p k qg? ë°? 


12 . Tr 2 x 
. est un nombre abstrait, et => étant le rapport d'une longueur à un 


21/ CHAPITRE VII. 


temps, exprime une vitesse; donc on peut poser 


c étant une vitesse dont la grandeur est indépendante des unités fon- 
damentales employées. 

Si nous adoptons le système électrostatique, nous devrons faire k—1 
dans la formule (&), qui se réduira à 


gg! 
(e) I: 


72 ? 
Q , I 
il en résultera £= > et nous aurons, pour la formule (b), 


! 
Il se (2cose — 3cos0 cos’). 


Si nous employons le système électromagnétique adopté dans le 
Chapitre IT et les suivants, nous ferons # = 1 dans la formule (b), et, 
par suite, nous aurons h=—c?. Désignons par Q et Q’ ce que deviennent 
les quantités g et g' d'électricité, exprimées dans ce système d'unités; 
la formule (a) deviendra 
(d) Ce Q0”, 


72 


Les expressions (c) et(d) étant celles d’une même force, nous en con- 
cluons 


= #0 


Désignons donc par [g]| et [Q] les unités de masse électrique dans 
les systèmes électrostatique et électromagnétique; nous aurons 


KA == 


1 
C 
Ainsi la quantité c est le nombre de fois que l'unité électrostatique 
d'électricité est renfermée dans l’unité électromagnétique; ce nombre 
change évidemment avec les unités de longueur et de temps. 


"2 
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o. La quantité c a été définie pour la première fois par W. Weber; 
il en a déterminé aussi Le premier la valeur avec Kohlrausch. Ces phy- 
siciens mesuraient la charge d’une bouteille de Leyde de deux ma- 
nières. Ils l’obtenaient en mesure électrostatique par le produit de Ia 
capacité de la bouteille par la différence de potentiel des deux arma- 
tures. Ils l’évaluaient en mesure électromagnétique par les effets de la 
décharge de la bouteille dans le circuit d’un galvanometre. 

Weber et Kohlrausch ont trouvé, par ces expériences, 


C — 310740000 mètres par seconde. 


Cette recherche a été ensuite reprise par différents physiciens. Suivant 
les expériences les plus récentes, on a 


cC— 2098 x 105 mètres par seconde, 


vitesse qui peut être considérée comme égale à celle de la lumière 
(300,4 X 10° d’après M. Cornu). 


6. Toute quantité employée dans les calculs sur l'électricité peut 
être regardée comme le produit d’un nombre abstrait par une expres- 
sion [L*T°M°]|. La détermination des dimensions a, b, c est très utile. 
En particulier, elle peut servir à constater immédiatement une faute 
de calcul ou même de raisonnement, si l'erreur entraine dans les équa- 
tions un manque d’homogénéité. Nous allons déterminer les dimen- 
sions des quantités électriques dans les deux systèmes électrostatique 
et électromagnétique. 

MM. Mercadier et Vaschy ont cherché à démontrer que le système 
électromagnétique est seul rationnel. Ils se fondent d’abord sur ce que 
le coefficient À de la formule (a) de Coulomb, que l’on fait égal à 
lunité dans l'air si l’on adopte le système électrostatique, varie dans 
les liquides transparents proportionnellement au carré de la vitesse de 
la lumière. Puis, ils prouvent, par des expériences, que le coefficient 4 
de la formule (b) d'Ampère reste le même, quand on remplace l'air, 
dans lequel se trouvent ordinairement les circuits électriques, par dif- 
férents liquides. 
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Système électrostatique. 


7. Représentons par de petites lettres, mises entre crochets, les 
unités dans le système électrostatique; nous adopterons les mêmes 
lettres, prises majuscules, pour le système électromagnétique: 


Unité de quantité d'électricité [g]. — Dans ce système, la force F qui 
agit entre deux masses g d'électricité, séparées par la distance r, a pour 
expression 


a 
7; 
donc 
=; 


et, en se reportant à l'expression de l’unité de force (n° 2),ona 


Cal = [LM TJ; 


on aura ensuite, pour unité de densité cubique électrique, 


[d]=[L ?MT-] 


et, pour unité de densité électrique superficielle, 


[b]—=[L MT]. 


Unité de potentiel d'une masse électrique |®]. — Cette quantité sera le 
potentiel de l’unité de masse électrique, pris à l'unité de distance, et 
l’on a 

Aer 
Lol = [CL MT]. 


Si, dans un courant linéaire permanent, une quantité g d'électricité 
est transportée le long d’une courbe AB d’un point A, où le potentiel 
est 9,, à un point B où le potentiel est 9,, le travail qui en résultera 
sera (9, —#,)g ou ®,g seulement si ®, est nul. Réciproquement, le 
potentiel ou la force électromotrice le long du courant AB peut être 
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défini comme le travail effectué par la masse q, divisé par g. Nous 
pouvons donc poser 


(e) CC; 


& étant homogène avec le produit d’une force par une longueur, et 
nous retrouvons de cette manière l'expression de [o]. 


Unité de capacité [a]. — La capacité d’un condensateur est le rap- 
port de sa charge à la différence de potentiel des armatures; on a 
donc 


La]= TL]; 


ainsi la capacité est une longueur; celle d’une sphère, par exemple, 
est représentée par son rayon. 


Unité d'intensité de courant linéaire [1]. — L’intensité d’un courant 
linéaire est la quantité d'électricité qui traverse une section du fil dans 
l’unité de temps; on a donc 


Li] =(LÈ MT]. 


Dans un conducteur à trois dimensions, Les composantes du courant, 
désignées en général dans ce Livre par w, +, w, sont de l’homogénéité 


de L'?M°T=. 


Uruté de résistance [r] d’un conducteur linéaire. — D'après la loi de 
Ohm, la résistance est le rapport de la force électromotrice entre deux 
points à l'intensité du courant; on a donc 


LRU DRE Le 
Cr] = [LE M? T1] : [LE MÉ T-2] [LT]; 


ainsi cette résistance est l’inverse d’une vitesse. 

La résistance spécifique du métal d’un conducteur est du degré de 
[r1 [EL] = [TI (Chap. I, n° 1), et sa conductibilité spécifique est du 
degré de [T="]. 


Unité de magnétisme [x]. — Nous avons vu (Chap. IT, n° 38) que la 
force F produite par le pôle & d’un aimant sur un élément de cou- 


rant / ds est perpendiculaire au plan mené par et par cet élément, et 
28 
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qu’elle a pour expression 


ie. 
(f) F=pj= sin(r, ds); 


le second membre est égal à g.7 multiplié par l'inverse d’une ligne /; 


on a donc 
ART 


l- = Ti 


1} 
os 
PASIREANIE 
Unité de potentiel d’une masse magnétique. — Elle sera égale à l’unité 
FAT 
de masse magnétique divisée par l'unité de distance ouà [L M |. 


Unite de coefficient d'induction d'un diélectrique. — Dans un diélec- 
trique dont le coefficient d’induction est p, on a (Théorie du potentiel, 
II Partie, Chap. IE, n° 11) 


p Ao ——4rd, 


en désignant par d la densité de l'électricité dans le diélectrique; on 
en conclut que p est sans degré ou 


Lp]=r. 


Système électromagn elique . 


8. Dans le système électromagnétique, l’action entre deux masses 
électriques égales à Q a pour grandeur (n° 4) 


)2 
< 


Q LP i 
72 d’où Q=2=7rVr, 


FE=TC2 


et, comme c est une vitesse, on a pour l'unité de masse électrique 
à 
[QI=TL* MT, 


et l’on en conclut, pour les densités électriques cubique et superfi- 
cielle, 


[DJ=[L M,  [PJ=(L M 
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Intensité d'un courant linéaire. — Son unité sera 


HRst 
[1] = [L? M° T1]. 
Dans un conducteur à trois dimensions, les composantes w, », æ du 
23 A 
courant sont des dimensions de L ?M°T-. 


Potentiel d'une masse électrique. — La formule (e) devient 


#* 


PQ —E, 


et l’on en conclut, pour l’unité de ce potentiel, 


[D] —[L? MIT]. 


Résistance d'un courant linéaire. — En divisant [®| par [I], on 


obtient 
[= QUE 1} 


cette résistance est, par conséquent, une vitesse. 
La résistance spécifique d’un conducteur est homogène avec L?T ", 
et sa conductibilité spécifique avec L-?T. 


Capacité d’un condensateur. — On a pour l'unité 
LA]=CLT*]. 
Quantité de magnétisme. — Pour déterminer son unité, nous emploie- 


RÉEL 
rons encore la formule (f), et nous obtiendrons [L°M° T |. 
APE 
Potentiel d’une masse magnétique. — Il a pour unité [L?M°T ‘|. 


Coefficient d'induction d'un diélectrique. — Son unité a pour expres- 
sion [L-?T?|. 


Coefficient d'induction magnétique. — Le moment magnétique est 
homogène avec une masse magnétique divisée par le carré d'une ligne. 
Donc, d’après les équations de l'induction magnétique (Théorie du po- 
tentiel, W° Partie, Chap. IV, n°% 19 et 21), le coefficient d’induction 
magnétique y est sans degré. 
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Sur différentes expressions de la vitesse c. 


9. Pour une portion de courant linéaire permanent, désignons dans 
le système électrostatique par : l’intensité du courant, par g la quan- 
tité d'électricité qui traverse une section dans le temps #, par la 
résistance et par © la force électromotrice. Puis, dans le système élec- 
tromagnétique, désignons les mêmes quantités par les mêmes lettres, 
prises majuscules; nous aurons 


7=e(); q —ü, Q = T5, 
® — LT’, D — IR, Do = OI. 


On tire de ces équations les valeurs suivantes de c : 


ALL 


Ds 
Or Ge r 


I 


CE 


On a aussi, pour le rapport des valeurs de la capacité d’un condensa- 
teur dans les deux systèmes, 


On a donc, pour les rapports des unités correspondantes, 


CRE ATEES LOTSSNT 

RON 2 on € 

DER 

BASSE 
A chacun de ces rapports correspond une méthode d'expériences pour 
déterminer la quantité ce, et toutes les recherches qui ont été faites à ce 
sujet ont donné à très peu près pour c la même valeur. 

Remarque. — Si nous désignons par © le potentiel d’une masse élec- 

trique située à l’intérieur d’un corps où sa densité est a et à la surface 
de ce corps où sa densité est p, nous avons les formules de l’électro- 


statique 
= P de +f$ dw, 
D A act 
A — TO, An L'on mp 
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qui deviennent dans le système électromagnétique 


De fLds+e fe de 


do dd 
dn dE an! 


AD—— {rDec?, — — 4rc?P. 


Système C.G.S. et système pratique. 


10. On est convenu maintenant de prendre pour unités théoriques 
de longueur, de masse et de temps le centimètre, le gramme et la 
seconde; on désigne, pour abréger, le système électromagnétique cor- 
respondant par C.G.S. La valeur de c est alors 


GDS LOS 


L'unité de force dans ce système est la force qui, agissant sur le 
gramme pendant une seconde, lui communique une vitesse d’un cen- 
timètre. Or Le poids d’un gramme communique à ce gramme une vitesse 


2 « em a ? Ÿ , , n 15° à 9 
égale à 980%, 88; donc l'unité de force est égale à 980,88; On l'appelle 
une dyne. 
11. Un Congrès international des électriciens, tenu à Paris en 18817, 
5 


a choisi des unités plus commodes pour les applications de l’électri- 
cité. Il a adopté les unités fondamentales suivantes : 


Unité de longueur [ L]— 10° centim. ou le quart du méridien terrestre, 
I 
Unité de masse [M] — To masse du gramme, 
Unité de temps [T] — 1 seconde. 
Adoptant de plus le système électromagnétique, le Congrès en a 


conclu les unités suivantes de résistance, de force électromotrice, 
d'intensité de courant, de quantité d'électricité et de capacité dont 
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les valeurs sont données en unités du système C.G.S. : 
HR = LITE") — 10% appelé om, 
[D]=[L?MÈT2J—10 »  volta, 
[I] =[I?MÈT- io »  ampère, 


[Q] = [L? M] NO) coulomb, 
LUN) — 108 Me) farad. 


L'ampère est ainsi le courant produit par la force électromotrice 
d’un volta dans une longueur de fil qui a une résistance d’un ohm. 

Le coulomb est la quantité d'électricité qui, dans une seconde, tra- 
verse la section d’un fil parcouru par un courant égal à un ampère. 

Le farad est la capacité d’un condensateur dont la charge est un cou- 
lomb et dont la différence de potentiel des armatures est un volta. 

Dans ce système, on a pour l'unité de force 


ER Æ or 
[MLT 21] — — dyne — gramme. 


T 
98088 

Les noms de vo/ta et de ohm sont justement employés; car Volta a 
donné le premier la notion de la force électromotrice et Ohm celle de 
la résistance. Les découvertes d'Ampère sur les courants justifient le 
mot d’arnpére attribué à l’unité de courant. Mais le nom de Coulomb, 
dont les découvertes se rapportent à l’Électrostatique et au Magné- 
tisme, ne parait pas aussi bien appliqué à une unité d'électricité qui 
est définie par la considération d’un courant. Le nom de W. Weber, 
d’après ses recherches, semble, au contraire, indiqué pour cette unité. 


ee a __— 
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SUR LE MOUVEMENT VARIABLE DE L'ÉLECTRICITÉ DANS 
LES CONDUCTEURS DE FORME QUELCONQUE. 


Nous avons étudié d’une manière générale le mouvement variable de 
l’électricité dans les conducteurs linéaires; nous avons aussi considéré 
pour des cas particuliers ce mouvement variable dans des plaques 
minces. Maintenant, dans ce Chapitre, nous allons nous oceuper, dans 
toute leur généralité, des équations du mouvement variable de l’élec- 
tricité dans des conducteurs à trois dimensions, supposés immobiles. 


Force électromotrice d’induction sur un courant lineaire. 


1. D’après ce que nous avons vu (Chap. IT, n° 14), la force électro- 
motrice d’induction, produite par des courants sur un courant linéaire 
fermé immobile s, est donnée par la formule 


= dy 
(a) = fr + Hg) de 


dF dG dH 


Ps Fe 
A een LL ON désigne par 


OÙ Yxr Lys {= Se réduisent à — 
FE, G, H les fonctions suivantes 


DEN fie dx" ï. = rfi ds!, H=Yi fie, 


dans lesquelles r’ est l’intensité d’un courant linéaire inducteur, ds’ un 
élément linéaire de ce courant, r la distance du point (x', y’, z’) de ds’ 


au point (æ, y, z) de ds et le signe de sommation > s'étendant à tous 
les courants inducteurs. Si les courants inducteurs sont distribués 
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d’une manière continue dans des conducteurs à trois dimensions, on 
remplacera, comme au Chapitre IV (n° 6), les dernières expressions 


par les suivantes 
! p/ x! 
Fr far, = f Saw, = de, 
a ; 


u',v',w’ étant les composantes du courant au point (x’, ', 5"), situé 
dans l'élément de volume da’. 
11 résulte de la formule (a) que la force électromotrice, produite sur 


l'élément ds d’un courant fermé, peut être représentée par l'expres- 
Sion 
dx dy ds 
NT PE EU y, — ) d. 
(2e ds Las +) 5 


OÙ Yy» 4 {: Ont les valeurs indiquées ci-dessus ; mais, plus générale- 
ment, on peut prendre 


nn CN dv 
PTE GT 0 Gradh. 
a dG dv 
CT Cod 
PRES dH d24 
RTE Te Atl 


d étant une fonction de æ, y, et 4; car l'expression (&) conservera la 
même valeur, quelle que soit la fonction Y; mais, si le courants n’était 
pas fermé, l'expression (a) changerait avec cette fonction. 

Toutefois, d’après la signification physique de y,, y,, 42, la fonc- 
tion Ÿ doit satisfaire à certaines conditions; elle doit être une intégrale 
étendue aux corps inducteurs, dont chaque élément est proportionnel 
à l'intensité du courant inducteur. Il est aussi naturel de supposer que 
les dérivées de ces éléments par rapport à æ, y, z varient, de même 
que les éléments de F, G, H, avec la distance r et proportionnellement 


St 
A —- 
T' 


Pour nous conformer aux notations de M. Helmholtz, posons 


= ff 
2 


= WF, 
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k£ étant une constante; M. Helmholtz est ainsi conduit à prendre 


= fr Fan! 


[étant l'intensité du courant au point (æ’, y’, 3’) et ds’ étant l’arc infi- 
niment petit, suivant lequel se meut le courant. Nous aurons donc 


CR CRE 0 CR CL GIP Re 
== IA Tr A Er r ÉO  s SE NS de RE DIR D) = ! 
D (TZ ds dy' ds’ T& qd 


: CR PCR dr ; 
| — DEN Ne on d&!: 


et 1l en résulte 


GUERRE CRT Nude DCR )a : 
ain ET - dx dx! HS dx dy" ne CROIENT, ce. 


= Gal Lis Sel / 
T=f|-v-° LUE + I a =) 
dx 7 Fr 1: j' 


Posons 


He OL 1 — k dY Ru 1.4 dU 
S=n+ Te iCr “a dy Hit 2 dz° 


(1) 


ou 


(2) 


et nous aurons, pour les composantes de la force électromotrice d’in- 
duction au point (x, y, z), 


dé 76 
RS = en ol 


Équations du mouvement variable de l’électricite. 


2, Supposons maintenant des courants distribués d’une manière 
continue à l’intérieur de corps conducteurs homogènes, et conservons 
les notations du numéro précédent. Les expressions de F, G, H et w 
seront ainsi des intégrales étendues à tous les volumes des conducteurs 
traversés par les courants. 

Ces conducteurs possèdent, en général, de l’électricité libre à leur 
intérieur et à leur surface : désignons par 9 le potentiel de cette élec- 


29) 
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tricité. Les surfaces de ces conducteurs seront, en outre, recouvertes 
de doubles couches, dont nous désignerons le potentiel par 0. 

Si l’on appelle D la densité de l’électricité à l’intérieur d'un des con- 
ducteurs, on aura l’équation 


Ao—— {rc D 


(Chap. VII, n°9), et, d’après une formule démontrée (Chap. [, n°5), 
si l’on désigne par w, », æ les composantes du courant au point 


(æ, y, z), on obtient 
db du de div 
= — + e —: 


dt dx dy ds 


Désignons par o la surface d’un des conducteurs, par dn et dn’ les 
éléments de normale à cette surface menés extérieurement et intérieu- 
rement, enfin par p la densité de l'électricité sur la surface 5; nous 


aurons 
do do 
= fr = 22 ARS 
ï: P an! dn 
Ensuite, si À, u., y sont les angles de la normale intérieure à la sur- 
face « avec les axes de coordonnées, nous obtiendrons (Chap. [, 
n° 6), 
de 


—E —— u COS À — P COS — w COSY. 
dt 


3. Intégrons l’expression (1) de W par parties, et nous aurons 


F ! Ji 


« 1 
1 vf Prda [Tr do 


ainsi Y représente le second potentiel d’une masse superficielle et 
d’une masse distribuée dans les conducteurs (Théorie du potentiel, 
Chap. III, n° 18). On en déduit 


ou 


! 


dY =fT do dr dD dr 


dx ) di dx) dt ax° 
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dr ; < ! ; ; 
et. est égal à cosa, a étant l'angle de r avec l'axe des æ. Si le point 


(æ, y, 2) est à une distance très grande, cosæ sera à très peu près con- 
stant, et, par suite, cette dérivée de Y sera nulle à l'infini, si la masse 
totale de l'électricité est nulle, quel que soit £. 

La formule précédente peut s’écrire ainsi 


dw!, 


Ce dr Ses Ge @ À l * dr d'A 
dæ  hne) de \dtan | dtdn mn) ue Ge" M 


et la dernière intégrale peut être étendue en dehors des volumes ren- 
fermés dans les surfaces 5, puisqu'on ne lui ajoutera de cette façon que 
des éléments nuls. Or soient, en général, À et B deux fonctions finies 
et continues des coordonnées x’, y’, 3’ d’un point de l’espace, et dont 
les dérivées peuvent être discontinues à travers les surfaces fermées c. 
De l’origine des coordonnées comme centre, décrivons une sphère S 
d’un rayon très grand R, qui renferme toutes ces surfaces ; nous aurons 


l'équation 
dB dB 
a Le + [A AB ds — ee 


= fr ( -P)ds - [Bad [Ba 


où les secondes intégrales des deux membres s'étendent à tout le vo- 
lume renfermé dans la sphère. On obtiendra cette équation en appli- 
quant une formule bien connue à chaque espace renfermé dans une 
surface & et aussi à l’espace renfermé entre les surfaces © et la sur- 
face S, puis ajoutant toutes ces équations. On pourra supposer que le 
rayon R de la sphère devient infini, et négliger les troisièmes inté- 
grales si le facteur, qui multiplie l'élément dS dans les troisièmes in- 


tégrales, est de l’ordre de _. D’après cela, © étant de l’ordre de F 


sur S, on obtient 
ay _ 1 fddar,, 
dx © nc) dt, ax! ; 


s , 5 2 : 
l'intégrale étant étendue à tout l’espace. Or on a Ar — = eétilen 
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résulte 
GhEE I de CORAN e 
(3) ae eo de (2) ges 


on a de même les dérivées de W° par rapport à y et z. 
Il semble résulter de là qu’on ait 


: I IN dE 
== : dw'+ const.; 
2TC- r dt 


mais cette intégrale étendue à tout l’espace serait infinie ou indéter- 
minée. Néanmoins, l'équation (3) étant exacte, ainsi que les deux 
équations semblables, on en conclut 


à 


o 


(4) NE 


À © 


L'intégrale (3) étant étendue à tout l’espace, on peut la transformer 
en la suivante : 
CIDRE I LOMME 
a 


Ainsi cette dérivée de W peut être considérée comme le potentiel d’une 


ee l 
masse dont la densité est = J — en tout point (x’, y’, z') de l’es- 


pace. Cette densité sera, en général, partout finie; on en conclut que 
les dérivées secondes de Ÿ sont partout continues. 

En se servant des expressions (2) de ÿ, G, 5 et en ayant égard à 
l'équation (4), on obtient 


D ua? 
Nr ES qe + 
: GET RS 
— ke aPc 
5 No ? 
() $ CCE Ju 
Lie k æo 4 
A5 CT A0 fon, 


Des mêmes expressions (2), il résulte 


dé, dé 
dx T dy SE 
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la dernière intégrale, précédée de son signe, peut se transformer de la 
manière suivante 


\ u! COS À + plco ! . ds du! do! Le dv! do" 
na m + f a dy" GT Je 


dx! 


M (dodo CODES do 
# A ler rs 


s’il n'entre aucun courant par les surfaces du conducteur. En se ser- 
vant de l'équation (4), on obtient donc 


GÉ  VOO 0. k do 
HT de 0 Cdi. 
4. Désignons par R la résistance spécifique dans chaque conduc- 
teur; la force électromotrice en un point de ce conducteur à pour 
composantes Ru, Re, Rw, et elle se compose de la force qui provient 
de l'électricité libre, de la force qui provient des doubles couches dont 
le potentiel est 0, et enfin de la force électromotrice d’induction dont 
les composantes sont 
ds a ad}. 
cure dt” de? 


nous avons ainsi les trois équations suivantes : 


0 Go is 
RU 7 

do 46. a 
(a) Re Mid) Dar 
DU Do dr 

RE . 


En portant ces valeurs de &, v, æ dans les équations (5) et posant 
1—k—h, 


nous aurons les équations suivantes à l’intérieur des conducteurs que 


9 
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nous appellerons À : 


RICE ir de , di ds 
AT A INA Ge \ di) 
DtPo LT { do d9 dG 
CE =— rt 
(b) Aÿ c? dy dt R (a & dy Her 
h (do Tr {do …d0 “à 
(CRE Î mo SE —= — = 
AS CAC R \dz Te dé, 


Dans certains conducteurs B, les courants peuvent être regardés 
comme donnés s'ils sont produits par des piles hydro-électriques de 
très grande intensité et si la résistance des conducteurs B est très 
grande par rapport à celle des conducteurs À, en sorte que l'induction 
des conducteurs À sur les conducteurs B soit négligeable. Supposons, 
par exemple, que les conducteurs B se réduisent à des fils excités par 
des piles hydro-électriques; on pourra commencer par étudier le mou 
vement de l'électricité dans ces fils, d'apres ce qu'on a vu au Cha- 
pitre IL. Désignons par w,, #,, w, les composantes du courant dans les 
conducteurs B, puis représentons par f, G,, 5, les parties de $, G, 5 
relatives aux courants des conducteurs B, et par #,, 6,, D, Les parties 
correspondantes dans les conducteurs A. On calculera #,, G,, 5, d'après 
les valeurs de w,, »,, æ,, etil restera à déterminer les parties restantes 
ÿ, 0 Ga Ji È 

Si l’on fait mouvoir des aimants aux environs des conducteurs À, les 
fonctions #, GÇ, $ prendront des parties correspondant à ce mouvement 
(Chap. IT, n° 1), parties qui pourront aussi être considérées comme 
données. 

Désignons par #, G’, 5’, #’, 0’ ce que deviennent $, G, 5, ©, 0 en de- 
hors des conducteurs. Nous aurons, d’après le calcul qui a conduit aux 
équations (b), 


e hd! 
AW ess ï == 
Ne 
REA 
ACL ER 
(ce) $ c? dy dt ° 
D 
Ag! — h do re 


c? dz dt 
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Puis, d’après la dernière équation du n° 3, nous obtenons 


dÿ dG GLS) UE c do 

d ZEN Ce 

(d) ue cy Ga c? dt 
Ga à GOT GT A 6 el 
dx dy DER CI TIEN 


En outre, sur les surfaces des conducteurs, nous aurons 


d$ ds! dG d(! ds dS! 
Ana ani TC Go dn dn 


; : s k : I 
et 5°, 6”, $’, à une distance infiniment grande r, sont de l’ordre de 


r étant pris à partir d’un point quelconque des conducteurs. 

Toutes ces équations ont été données par M. Helmholtz (!), sauf l’in- 
troduction que: j'ai faite du potentiel 0 des doubles couches, qui satis- 
fait, dans les conducteurs, à l'équation 


AUTO: 


Les fonctions o et 0 satisfont sur les surfaces © des conducteurs aux 
conditions 
dô.… df! 


Mn ane 


-6 
Il 


Enfin, en dehors des conducteurs, nous admettons que le potentiel de 
toute l'électricité est nul ou qu’on a 


op" + 0! — O, 
et o’ et Ÿ’ satisfont séparément aux équations 


A 0 AG = 6x 


D , I  , 3, Ë 
o' et 0’ sont d’ailleurs de l’ordre de = à l'infini. 


(1) Wissenschafiliche Abhandlungen von Helmholtz, t. I, p. 545. 
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Énergie de toutes les actions électriques. 


5. D'après le raisonnement qui à été fait (Chap. I, n° 11), on recon- 
naît que le travail élémentaire produit pendant l'instant d?, dans l’élé- 
ment de volume ds d’un conducteur, est égal à 


(Lu + Ve + d.w) 45 dt, 


en désignant par 4, b,, Ÿ. les composantes de la force électromotrice 
dans cet élément. Si l’on remplace 4, d,, d. par leurs valeurs Ru, 
Re, Rw, cette expression peut aussi s’écrire 


R(u2+ + w?) do dt. 


Substituons à L,, L,, d. les valeurs (a) du n° # et intégrons dans toute 
l'étendue des conducteurs; nous aurons, pour le travail élémentaire 
effectué dans tous les conducteurs, 


de [RG + ç2+ ?) do 


vas cine a ds 
(e) = aff eeR +0) de 
d 
af CCE. CO), 
dx dy RARE 


Cette quantité, prise avec un signe contraire, représente la variation 
élémentaire de l’énergie. 
Posons 


(P) D + f(Fu+ge +5) de, 


l'intégrale étant étendue à tous les conducteurs. D'après les expressions 
de #, G, 5(n° 1), celle de ® reste invariable quand on permute u, p, w, 
æ, = respectivement avec w’, #’, w’, æ', y', z'. Il en résulte qu'on 
obtient le même résultat en différentiant ® par rapport à £, soit qu'on 
regarde u, v, w comme seuls variables, soit qu’on regarde comme tels 
seulement w’, #’,æ'. Ces six quantités varient toutes en même temps; 


MOUVEMENT VARIABLE DE L'ÉLECTRICITÉ. 233 


on a donc 
(C4, me lot cs dede 
; RS TS Er er One 


ce qui donne la première intégrale du second membre de (e); ainsi ® 
représente l'énergie des courants. 


6. Transformons l’expression (f) de ®. Pour cela, remplacons les 
quantités u, #, æ par leurs valeurs tirées des équations (5) [n°3 |; 
nous aurons 


I ee 1—X » do do do 
Rp nl SANT ne (ONCE ONE Etes eee ae L Résine 
D fra$-çaç+5as (= ) ren + Gr 5) lee 


cette intégrale étant étendue aux volumes de tous les conducteurs: 
mais, d'après les équations (c), nous pouvons l’étendre à tout l’espace. 
Intégrons par parties et appuyons-nous sur les conditions aux limites 
auxquelles satisfont #, G, 5, o et sur l'équation 


nous obtiendrons 


D I d$ÿ \? dÿ ne 
2e) É ne dy 


I di do ds\: 
T'Brk (È D de) de 


La quantité entre crochets dans cette expression peut se mettre sous 


la forme 


dÿ  dG\° D) +(S À) 
5 ni dy) T\ar 


de 40) (di da, (d5 de dat 
+(%) a mi) + (5 Ride dy dx dz dy dx 
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En remplaçant dans ®, on a 
D Paco Le di =) | 
Le Hé ae) eine il © 
dÿ\®, [dgÿ\*, fd5)\, ,46 di 
qe a | | dy dz) © ide dy 


dS df , 5 dG _i—K% df . aq 45) a 
dr de dy dx k CDS Cf CE 5 


Or on a 


d$ dG d$f dG 
J Das oi) a © 


comme on le voit en intégrant par parties et en se servant des condi- 
tions aux limites. Il en résulte qu’on peut remplacer la seconde inté- 
grale renfermée dans ® par la suivante : 


1 dÿ  dG d$\ 
sl da re ds 
On a donc enfin 


MOT CH GONG, CN de ds? do\? 
on fl) En. (= ner) | 
pour l’expression de l’énergie des courants; cette formule a été donnée 
par M. Helmholtz. 


7. Examinons ensuite la seconde partie de la formule (e), où l’inté- 
grale 


dp d(o+0) d(o +06) d(o +6) 
Pa = [| LE = (ÿ dy F AE © |ds; 


en ajoutant P à ®, on aura l'énergie totale des actions électriques. 
Cette formule peut se transformer de la manière suivante : 


DRE 
= fa+0 Cu cos? + vcusp + weosv) de — f (9 +0) (É ns LA D) de 
dx 


Ye 
ee Dds + [(e+0) D ds 


ee PAT RAC ee: dA9 
= ICE Goal er 5 Te) a er NC 0) do. 
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Ensuite, l'électricité dont le potentiel est © + Ô n'ayant pas d’action 
extérieure, on a sur la surface 6 


do’ CARRE 
dn ce AID 


On à aussi sur cette surface 


il en résulte 
do" dû 
dn  dn'? 


et la formule précédente devient 


spet) ©); 
af a TTER ASE ma Je +00 


de d(o +04) CEE PER d(o + 6) A d?(o +6) ES 
AT T dx dx dt dy dy dt dz dz dt 


On en conclut enfin 


si [d(o +0)? [d(o+0)]? d(o + 6) ) j 
a le lle 


cette intégrale est étendue à tous les volumes des conducteurs, mais 
on peut aussi la supposer étendue à tout l’espace, puisque © + 0 est 
nul en dehors des conducteurs. 


Système unique de solutions des équations du mouvement 
de l’électricite. 


8. On peut démontrer que les équations précédentes n’admettent 
qu'un système de solutions, lorsque la ous Æ est positive. 

Supposons l’état initial donné; ainsi f, G, 5, ©, 0 sont donnés pour 
[ — 0. 

S'il existe deux systèmes différents de solutions, désignons par #,, 
Gas 515 Ps 0, les valeurs des fonctions 5, G, 5, ©, 0 pour un système et 
par , G:, G2, ?2, 0, les valeurs des mêmes fonctions pour l’autre sys- 
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tème. Alors, si nous posons 
Te da, Gi — G2= 5; S1— = 6; Di— Pa — P, 0, — 02 = 0, 


ces différences satisferont aux mêmes équations, et, d’après l'hypo- 
thèse, elles sont nulles pour £—o. Donc les fonctions ® et P des 
numéros précédents seront aussi nulles à cet instant. Nous avons 
d’ailleurs 


dd dP 9 2 2 . 
1. NE + p+ æ?) do; 


® + P est nul pour :— 0, et, comme l’énergie ® + P est toujours po- 
ne d(D ; PEN 
sitive, Cr valeur de ® + P après le premier instant, est po- 
sitif, à moins qu'il ne soit nul; or il ne peut être positif d'après 
d(® +P) 
dt 
après l'instant de, et l’on voit, de même, qu'il sera nul dans tous les 
instants suivants. Comme, de plus, ® et P ne peuvent être négatifs, 
on a séparément 


l'équation précédente; donc est nul; ainsi ® + P reste nul 


D — 0, F0: 
De l'expression obtenue pour ®(n° 6), on conclut 


Rd D 
dy dx ds dy. dx  dz CLR 


et des équations (d) du n° 4 on déduit 


On a donc 


et, par suite, 
AS — 0, A = A0; 


Or $, G, 5 et leurs dérivées premières sont partout continus; 1ls 


. . . LEUR . . . 
sont infiniment petits de l’ordre & à une distance R infiniment grande ; 
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par suite, on a, dans tout l’espace, 
La — O, Ç = O, ÿ == (0) 


(Théorie du potentiel, Chap. 1, n° 15). La fonction P étant nulle, on 
A AUSSI 


CASE EME AR) | dg+0) 
Et DR de Doro 


9 A , Q do 
o est nul pour { =o et, d après l’équation — — 0, © est constamment 


nul. Par suite aussi 0 est nul, d’après les équations précédentes. 
Ainsi les deux systèmes de solutions des équations du mouvement de 
l'électricité ne peuvent différer l’un de l’autre. 

La quantité Æ est nécessairement positive, comme on vient de le 
supposer; car l'énergie totale ® + P des actions électriques doit être 
positive, et, si Æ était négatif, on pourrait disposer de la fonction ©, de 
manière que ® + P fût négatif. 


Force magnétique des COUrants. 


9. Les composantes de la force magnétique seront données, comme 
dans le cas d’un mouvement permanent, par les formules 


ain dG y—% 7 —4G_ dE 
re dy Hiver Hme0z dx’ TRUE dy” 


F= fav, G= f £a, H— [T4 


(Chap. IV, n° 7). Or on a, d’après les notations du Chapitre actuel 


(n° 1), 


en posant 


1 4 du D A Fo dent 
D @e die dy” de rue. 


par conséquent les expressions de X, Y, Z peuvent aussi s’écrire 
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Sur l'intégration des équations du mouvement de l'électricité. 


10. Si nous désignons par x la conductibilité spécifique du conduc- 
teur, les équations (b) du n° 4 deviennent 


Fe 
o RC 

ET ma ta) 
et nous avons, en outre, 


s’il n’entre pas d'électricité par la surface du conducteur. 
Différentions les équations (1) respectivement par rapport à æ, y, z 
et ajoutons; nous aurons l’équation 


ch Le? Mae 
(3) A7, + hTxc Ag —4rxk 5 =0, 


qui ne contient que ®, et la fonction 0 satisfait à l’équation 


AO = 0): 


11. Pour déterminer la forme des fonctions #, G, 8, posons d'abord 


et la premiere équation (1) deviendra 


2 


dx . äx _.h dy d(o +0) 
RP cn ne 


on satisfera d’ailleurs à cette équation si l’on prend pour y une solu- 


MOUVEMENT VARIABLE DE L ÉLECTRICITÉ. 239 


tion de la suivante : 


h do 


2 HE 
c?2 dt 


(4) Ne + 4mx(o + 0). 
ù dt | 


Si nous faisons 
Ge 0, DE IC NITS 


nous aurons, au lieu de l'équation (3), 


Api— mopi—0, 
en posant 
LT kxo? 
M — 
œ + ATxC? 
Si nous posons de plus 
AUS, = + ATX = b, 
l'équation (4) deviendra 
(2) AT — ST — bo + 4Txb. 


Posons 
_ be+ka _ a+ 4nxc? 


N — — ) 
c?s c?s 


et nous aurons une solution particulière de l'équation (5), en prenant 


(6) == No ve 
comme on le vérifie en substituant cette expression dans (5) et en se 
servant des équations auxquelles ©, et 0, satisfont. 

Pour avoir la solution la plus générale de (5), il faudra ajouter à 
l'expression (6) la solution la plus générale de l’équation 


(7) AÂ—sÀ— 0, 


et l’on voit aussi que, si x, a la valeur (6) et que À, À,, À, soient des 
solutions de l’équation (7), on aura 


d d à dr 
= (a ne ga) ER, G— C + — eo LE (a+ 7) es. 


vA 
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En substituant ces fonctions dans l'équation (2), nous obtenons 


dÀ di L dh: = Ne — ai = — ST — Nsoi— ATX0) 


ou 


Si $, G, 5 se composent, comme nous avons dit au n° 4, de parties 
connues #,, G+, 52 et de parties inconnues F,, G,, 54, représentons par 


les parties de #,, G,, 5, et de f. 
nous aurons 


, Ga» 52 qui renferment e* en facteur, et 


LU] 


dr à dr 
Ve mi RENE = 


CASE 
dz 


Si & est imaginaire et égal à p + gÿ— 1, il existera une autre valeur 


de & égale à p — gV—1et, en additionnant les deux systèmes de solu- 
tions correspondant à ces deux valeurs de &, on obtiendra un système 
de solutions réelles pour les quantités ©, #, 6, 5. 


À 


12. Considérons ensuite les autres équations du n° 4 
q 


| ; br CPO 
PR M NE CR PAIE 
2 & dxdt 
Po 
(EE — 
(9) 25 c? dy dt o 
h æo' 
PUIS us 
: PCT AU at 
ee dÿ ag. dÿ _ k dy 
da dy de Co CAT 


Si nous différentions les équations (9) respectivement par rapport 
a æ, ÿ, £, et Si nous aJoutons, en nous servant de (10), nous aurons 
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mais, comme le potentiel o’ satisfait à l'équation 


AD; 
l'équation précédente doit être supprimée. 
Posons 
Gr 


la première équation (9) deviendra 


Mori 
CARAT ? 
puis faisons 
DCE De à. 
et nous aurons 
cn 
(nn) ÂT — pi 0. 


Désignons par &, une solution particulière de cette équation et par 
\, À,, À, des solutions de l’équation AX' = o; nous pourrons poser 


dr: ; dr: : : ane 
gl — (+ a) ext, QU (a, de 7) ext, De 6: se ) eat, 


Æ 


Ensuite, de l’équation (10), nous concluons 


di! dx, CN œ 
(2) ae dy nn dos mic 


Dans le cas où 2 sera nul ou # égal à r, on fera + — o. Dans le cas 


général, on déduit de (1r) 
A AT — 0: 


donc T’ est la somme du premier potentiel de couches distribuées sur 
les surfaces © des conducteurs et du second potentiel d’autres couches 
situées sur les mêmes surfaces; ainsi l’on peut poser 


= f Éd + furds. 


La fonction +, peut être réduite à la seconde intégrale; elle n’entre 


9 


21 
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que par ses dérivées par rapport à æ, y, =, qui doivent s ‘annuler, 


quand le point (x, y, 2) va à l'infini; ce qui exige que la masse f 1 do 


relative au second potentiel soit nulle. 
Si l’on admet que le potentiel total extérieur 9’+ 0’ est nul, on aura 


On aura ensuite à appliquer les conditions aux limites. De ces con- 
ditions, on déduira une équation qui donnera pour la constante & une 
infinité de valeurs, et la solution générale du problème sera la somme 
des solutions particulières en nombre infini qui correspondent à ces 
valeurs de &. Si l’état électrique tend vers un état permanent, 1l faudra 
ajouter à la solution ainsi obtenue la solution relative à cet état per- 
manent et qui sera indépendante de 4. 


13. Remarquons que la densité ? de la simple couche située sur la 
surface o est exprimée par deux formules. On a d’abord 


im ST AE LE 


dn' an an 


(n° 7); p est ensuite donné par la formule 
EE —— (u CosÀ + PCOSp + w COS v), 


et, en remplaçant w, +, w par leurs valeurs (n° 4 


dp _ d(? +8) d$ dG ds 
D Ce + Go Sue ): 


En égalant les deux valeurs de pb, on obtient cette équation à la sur- 
face 


D (ot) 00 PE) ER ds, dG ._d$ 
4n® dndt _ dn STE dt } cos»), 


qu'il pourra être utile de considérer. 


— —=0—— 
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FILS TÉLÉGRAPHIQUES. 


Pour l'envoi d’une dépêche, l'extrémité du fil télégraphique, à la 
station de départ, est mise en communication alternativement avec le 
pôle positif d’une pile ou avec la Terre, tandis que le pôle négatif de 
cette pile est toujours lié avec le sol. D'autre part, la seconde extré- 
mité du fil télégraphique est en communication avec la Terre, et elle 
fait mouvoir à la station d'arrivée un fer doux par l'intermédiaire d’un 
électro-aimant; elle produit ainsi des indications correspondant aux 
signaux de la station de départ. 


Du mouvement variable de l'électricité dans un Jil extrémement long. 


1. Nous allons nous occuper des équations du mouvement de l’élec- 
tricité dans un fil conducteur homogène extrêmement long, comme le 
sont les fils télégraphiques. Nous prenons le fil rectiligne et d’une sec- 
tion circulaire constante, dont nous désignerons le rayon par a, et nous 
placerons l’axe des z des coordonnées rectangulaires suivant l’axe du 
fil. Toutefois, les calculs que nous allons faire sont également appli- 
cables à un fil courbe, pourvu que la courbure de son axe soit partout 


très petite par rapport à = et que le fil ne soit pas replié, de manière 
que des parties éloignées dans l’état rectiligne du fil puissent s’in- 
fluencer mutuellement. Alors la coordonnée z désignera la longueur de 
l'axe du fil, comptée à partir de l’extrémité par laquelle entre le cou- 


rant. 
Nous avons obtenu dans le Chapitre précédent les équations sui: 
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vantes, pour le mouvement de l'électricité dans un conducteur, 


D LEO do dô dé 
: A el dt } 
h do do do dG 
SLR SN _… = 
ü) 0 is (= Par 2) 


d)  df 
A6 — © do = jm (7 À = FE nn) 


auxquelles il faut ajouter une quatrième équation que nous avons ob- 
tenue (n° 3), en supposant qu'il n'entre pas d'électricité par la surface 
du conducteur. Mais, si Zest la longueur du fil, il entre un courant par 
l'extrémité z —0, et il en sort un autre par l'extrémité z = /; puis il 
résulte du raisonnement même qui a été fait en cet endroit qu'il faut 
ajouter deux termes au second membre de cette équation, qui devient 


dx dy ls — © à 


< 5 k d 
(2) HAE 2 + fo … 


si l’on désigne par w, et w, les valeurs de la composante # du courant 
aux deux extrémités du fil, et par do, et dw, l’élément des deux sur- 
faces des sections qui terminent le fil. 


2. Nous allons montrer comment on peut remplacer le système des 
équations (1) et (2) par un autre qui n’en différera que par la sup- 
pression des deux derniers termes de l’équation (2). Pour cela, po- 
sons 

 —(ñ+h)et,  Ç =(G+Ger, 5 (Bi+ Bi)e*, 
(6) ou— (pi ov2)et, 0 —(6, + 6, )ett, 


Ne 62 == Ne 


puis faisons 


Comme nous serons conduits plus loin à faire À = o ou #4 =», fai- 
sons cette supposition qui simplifie le calcul actuel. Alors nous pour- 
rons partager le système des équations (1) et (2) en deux autres. Le 
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premier sera 


c’est-à-dire les équations (1) et (2) dans lesquelles on a supprimé les 
deux derniers termes. Le second système se composera des équa- 
tions 


PU do db; 
(4) = Gr ( De + + af), 
RP 


dans lesquelles +, est une fonction connue. Il s’agit de trouver un sys- 
tème de solutions particulières des équations (4) et (5). 
Comme les fonctions ©, et 0, satisfont aux équations 


A9: — 0, AO=0, 


on obtiendra pour solutions des équations précédentes 


Fa = — = (S SE me) 


a \ dx dx 
nu do d0, 
F en 7 7m) 


à 1 /do: dé, 
Re = = = |. 
2 ( 5 —) 


Les fonctions #, G2:, 5, satisfont ainsi elles-mêmes aux équations 
a O, AG: — O, A? O; 


il n’y a donc pas de courants intérieurs au fil, qui correspondent à ces 
valeurs de #,, G, 5», qui ne peuvent donc se rapporter qu'à des cou- 
rants superficiels. D'ailleurs, les formules (6) expriment que la force 
électromotrice d’induction produite par le courant superficiel fait équi- 
libre à la force électromotrice produite par le potentiel ©, + 0,. 
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En dehors du fil, les équations (1) et (2) sont remplacées par les 
suivantes, si l’on suppose À = 0, 


AGE AGE=TO* “2 0, 


(7) GÉNIE Ca en (1 si [n° nf nr, 
dre dy ide cdi IN 
Posons encore les formules (3), en accentuant les lettres , G, 5, ®, 


0; puis, faisons 
Pa — L(fS me do [= Dé dan). 


Alors le système des équations (7) pourra se partager en deux autres. 
Le premier système sera 


AS 0, AGE 0; A5, =©, 
CRAN ea CEE ne 
Ep Te le 


et donne les équations (7), dont on a supprimé les deux derniers 
termes. Le second système sera 


Aÿ;—0; AG, —0, A5; — 0, 


df, dG, dÿ, = 
dx dy PA Ce 


Nous satisferons à ce dernier système en posant 


: dp À d, F d 
= Ge, g, — %L 


p étant une fonction qui satisfait à Àp — o. Posons ensuite l'équation 
Pa +00, 


et 0, sera une fonction connue. 
La fonction 0, sera donc une fonction déterminée à une constante 
près par l’équation 
AG, = o 
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et par la condition à la surface 


dO, db! 


2 


dR  _dR 


Hour Ii = 


Si l’on calcule 6,, on aura ensuite #,, G,, 5, d’après les équa- 
tions (6). 

La fonction p n’est pas déterminée par ce calcul; de sa valeur on 
conclurait la nature de Ja couche de courant. 

Pour R—=a,ona 


d0, __ db, do: _.do:, 
GR GR. ARTE 
donc 
d(o +0) 
ARR 


il en résulte que 5, et G, sont nuls pour R = a. On voit de même 
qu'on a 


— —o pour R— «. 


3. Maintenant que nous avons remplacé les systèmes d'équations (1), 
(2) et (7) par d’autres semblables, dans lesquelles les termes relatifs 
à l’entrée et à la sortie des courants ont disparu, nous pouvons appli- 
quer la méthode d'intégration donnée aux n° 10, 11 et 12 du Chapitre 
précédent. 


Expression du potentiel ©. — La fonction + est donnée par l’équa- 
tion (3) (Chap. VIII, n° 10). 

Pour avoir une solution particulière de cette équation, nous posons, 
comme en cet endroit, 


LT kxa2 
—1e2410), RQ, = = 
? Le € + ATX? 
et nous avons 
A — mp; o. 


Désignons par R la distance à l’axe des z, et regardons ©, comme ne 
dépendant que de R et z; alors, en posant 


= (Hsinps + H'cosps), 


2/8 
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nous aurons l'équation 


dy, 1 dp 


2 == 
ARS À GR A CAS 


La fonction qui satisfait à cette équation, sans être infinie pour R— 0, 
est une fonction de Bessel, et, en posant 


mm + p° = £g?, 
on à 
o2R?2 o*R* v6RS 
= £ 2 Ne —— 
ou 


T 
3 


5 


VE 2 f cos A(£R cos) do. 
T 0 
En dehors du fil, on a 


Ag'— 0, 
et la solution qui correspond à l'expression précédente de Ÿ est 


o!= ® e%t— V'ett(Hsinpz + H'cospz) 
’ étant une solution de l'équation 
CHR EMEE EE 
(D) RESTES nues 


La fonction ’ ne se rapporte qu’à des valeurs de R plus grandes que 
le rayon a du fil; elle n’est donc pas assujettie à être finie pour R= 0; 


mais nous la choisirons de manière qu’elle s’annule pour R—. Dési- 
gnons par GQ(pR) cette fonction, et nous aurons 


o'= GQ(pR)e*#(H sinpz + H'cospz). 


Nous déterminerons la constante G d’après la condition 


COM OUR; 
et nous aurons ainsi 


__ J(ga). 
_ Q(pa) 
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4. Expression de Q(R). — La fonction Q(R) satisfait à l'équation 


HO d0 0 
(e) RER ER 0 0 


qui a pour solution particulière J(R) et dont la solution la plus géné- 
rale est, par suite, 


Fe 
Cu + 3 f nn 


en désignant par Cet C’ deux constantes arbitraires. Pour que cette 
fonction ne soit pas infinie pour R =, il faut faire C'= o. Faisons 
donc 


a I 
OUR) 1 f LL 


et, en remplaçant la fonction J par sa valeur, 


nee 
7 mn 0 
on en conclura 
° AR R° 5 KR: 23 RS 
(d) j Re lsR+ A 32 4 CRE M can 


On ne doit pas ajouter une constante au second membre, car la fonc- 
tion J peut aussi se mettre sous la forme 


T 
5 


=? f cosh(R coso) do; 
Te 0 


donc, quand R est tres grand, J estde l'ordre de e‘*, en désignant par / 


—21R 
une constante positive; par suite, Te est de l’ordre de —- Il n’y a 


donc pas lieu d'ajouter au second membre de (4) une constante corres- 
pondant à la limite supérieure de l'intégrale. 
En multipliant l'intégrale (d) par J, nous obtenons 


3 IR nai né 
re) ren USE 7 2 cé 0 
32 


Q(R)=—J(R) logR + . + 
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On ne reconnaît pas ainsi facilement la loi des coefficients de cette 
série; mais on pourra l'obtenir de la manière suivante. L'expression 
Le 


2 
(e) if cosh(R cosw) log(R sin?) do 


0 


est solution de l’équation (c), et l’on peut la transformer dans une série 
de même forme que la précédente et dont on déterminera les coefli- 
cients en s'appuyant sur les formules 


T 


|A 


2 
1 logsino do —— © log2, J cos2 70 logsino do =— . 
où » est un nombre entier. Or l'intégrale (e) ne peut différer de Q(R) 
que par J(R) multiplié par une constante, et l’on déduit de cette com- 
paraison 

R  1+iRt 1+1+1tkR 


NEURONES ET er 


5. Détermination du potentiel 0. -- On a l'équation 


d20 1 dO d20 
—= 0 


OU CR ARC IR 47 


Posons, pour abréger, 
T = et(H sin pz + H'cospz) 
et faisons 
= ET. 
0, satisfera à l'équation (b); nous aurons donc 


= Cain) 


La fonction 0 prise à l'extérieur, ou 0’, satisfait à la même équation 
qu'à l’intérieur, et l’on a 


GT, 0,—KQ(pR). 


Enfin, on obtient une relation entre les deux constantes C et K, d’après 
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la condition 


do __aÿ a. 
A —2n pour R = a; 
ce qui donne 
 — J'(pa) 


7 Or 


les accents des lettres J et Q indiquant des dérivées. 


6. Déternunation de 5. — Après avoir posé (Chap. VIII, n° 11) 


a + {Txc? 
c?s 


N=—= 


) = Wie, 


nous avons considéré la fonction 


= -No— =b, 
et nous avons obtenu pour #, G, 5 le système de valeurs 
Le BE À ee ( CAN tue dt; : 
AE ie Ê 5= (+ Ÿ eït, 
À, À,, À, étant des solutions de l'équation 
AN = SN = CO 


Occupons-nous d'abord de 6. Posons 


À, = 8p(H cosps — H'sinps), 


et nous aurons 
de 1 de He ee. 
ARR OR NU NUE 


donc, en désignant par L, une constante et posant 


DES 9, 


nous aurons 
#—L,J(4R) 


et 
> — L;J(qR) pH cospz — W'sinps). 
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D'autre part, nous avons 


dt; Le 


pe [NIR) + = CICR) | p(H cospz — H'sinps), 


et nous obtenons enfin 
5— | NIGER) — = CI(PR) + L JR) | _ 
prime -nous ensuite de &’. Désignons, comme en l'endroit cité, 


par ’ une solution particulière de l équation 


ha 
AQU —0 


et par À’, À,, À, trois solutions de AN = 0; nous aurons 


; dr' dr! dr! 
n = fu 1 Pa ENT ue 1 Rs SU & 
a C mer ; Ces (a, ï a Je ; D C jet 


Posons 
r'— c(Hsinps + H'cosps), 
et nous aurons 


ds 1 do us ne J(ga) 
(f) 2e nan NU Oo) LP) 


Pour intégrer cette équation, considérons d’abord celle-ci 


do 1 do 


PTE LE R RP c=BQ(rR) 


qui diffère de la précédente en ce que Q(PR) est remplacé par Q(p'R); 
posons 
s—DOQ(p'R) 


et substituons dans l'équation précédente, nous obtiendrons cette so- 
lution particulière 
B 


TC — ep QU R), 
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de laquelle nous déduisons cette autre 


_pQC'R)—Q(PR), 
p°?— P°? 


Alors, pour avoir une solution de l'équation (f), faisons tendre p' 
vers p et remplaçons B par sa valeur; nous aurons 


__ ha J(ga) RQ'(PR) 
0 OC) 0 


Prenons ensuite 
À, = C'Q(pR)p (H cospz — H'sin pz), 
et nous aurons en définitive 


ha J(2 
2 pc? Que) 


5 | cop) + RO?) | 


Il nous reste à exprimer les deux conditions 


dS ds! 
2 = (4 = (e na — . 
D fa JR OUR; 


ce qui nous donne ces deux relations entre les coefficients 


| — NJ(ga) — x CI (pa) + L, J (ga) 


(2) h J 
| =owa+ Dee (pe), 
| = Ng J'(ga) — = CpJ'(pa) + Leg J'(qa) 
(B) 


ha J(ga) 
2pc? Q(pa) 


| = (C0 (ae) [ap Q"(pa) + Q'(pa)]. 
7. Calcul de $ et G. — Posons 
Peso e pe Here 


et, au lieu de f et G, considérons les deux quantités P et P, dont la 
dernière sera trouvée nulle. 
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D’après les expressions de $ et G données ci-dessus, on a 


É 1x + y Gen _ 
P= (2 RE » 


et cette expression ne doit dépendre de x et y que par R. Ensuite X 
et À, satisfont à l'équation 
AX — sÀ —0, 


dont on obtient une solution en prenant l’expression 
LJ(gR)(H sinpz + H' cosp=), 


où L est constant. Les dérivées de cette expression par rapport à æ 
et y satisfont à la même équation, et nous prendrons 


À = LaJ'(4R) E(Hsinpz + H'cosps), 
hi = LI (gR) CH sinps + H'cosps); 
nous obtenons ainsi, pour P, 
2 ! dr; 
= | Las (qR) + AE 


ou 
pee [Ne JR) 2 = Cp J'(PR) + Lg W(R)| T. 


On a, de plus, 


Pour les points extérieurs au fil, posons de même 


P=$e + Pere 


D'après les expressions de $' et G’ (n° 6), si nous posons 


, _ dy , = du 
He en 
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1 
pet (DE). 


nous aurons 


dR dk 


La fonction pr satisfait à l'équation Au — 0, et, en désignant par M une 
constante, on a 


m=MQ(pR)(H sinpz + H'cosps); 


la fonction x’ a été déterminée ci-dessus, et l’on en conclut 


ie À ha J(ga) : ha J(ga) ; e 
ë = 2 pc? Gta. ro à OR 


Exprimons maintenant les conditions aux limites 


dP dP! 

ST ! BE? ane 
PER TE = GR pour ==; 
et nous aurons ces deux relations entre les coefficients 


—NgJ{(ga) — = Cp J'(pa) + Lg J(qa) 


(C) 
“e ha J(ga) ’ ha J(ga) " 
5 [Me 2 pe D OPA) TL Q(pa) © WP?) 
L—NgJ(ga)-— = Cp? J'(pa) + Lg? J'(qa) 
(D) 


» ha Se | PO'pa) e Æ on [Q"(pa)-+- ap Q"(pa)|]. 


17 [Me ï 2pc? Q(pa) 


8. Équation entre À, À,, À. — Nous avons à l’intérieur du fil l’'équa- 
tion 
DA 
(8) dan de 


Or, d’après les valeurs trouvées pour À et X,, on a 


dÀ dy 9 [7 : g. 1 | —t 
+=] JR) + LT(gR) |Te-#, 
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et, la fonction J(gR) satisfaisant à l'équation 


qgJ"(qR) + RJ(4R) — qJ(qR) = 0; 


il en résulte 
GA CNT LE es 
He ne À JR) Ten 
On a ensuite 
à — L,J(gR)p(H cospz — H'sinps). 


Ds = Li p'I(RITE *; 


donc l’équation (g) devient 
Lo? 


L— Ê 
(E) p° 


D'autre part, nous avons à l'extérieur du fil l'équation 


A ee 
ch) | dr ay) de 


! 
1° 


Orona 
Ge Ge CP op. 1 du 


de ape de ay IR OR 
= MP Q'(pR) + E Q(PR)ITe *# 
—=Mp'Q(pR)Te-*, 


puisque Q(pR) satisfait à l'équation 


p?Q"(PR) + FE Q'(PR) — p°Q(pR) = 0. 


On a aussi 
De 
Re PQ(PR)Te*, 


, _ J(ga) ne 
PE 5 5 


L’équation (2) devient donc 


(F) NE Nes 
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9. Force magnétique. — Les composantes de la force magnétique 
sont données par les formules 


x 45 _ dG ef a ag 
AU dy dz° 7 Ge dx 0 dx dy 


Comme nous avons 


il en résulte Z — o. 
On trouve ensuite 


: dT 
Xe D, = L)gJ'(4R)E — 


et, d’après la valeur de L,, on a, à l’intérieur du fil, 


hTxa., aT 

X=Lg (4R)Z 

puis - 
16? —, æ 


2 


LA 


De même, à l'extérieur du fil, Z est nul et l’on trouve 


pc? Q(pa) R dz 
ec lea np ab 
Re GA in 


Ainsi, la force magnétique est perpendiculaire à l'axe du fil et à son 
rayon. 


10. Calcul des coefficients. — Les quatre premières des équations 
(A), (B), (G), (D), (E), (F), qui ont lieu entre les coefficients C, C’, 
L, L,, M, sont assez compliquées. Essayons maintenant de supposer 
que les quantités pa, ga, ga soient très petites, ce qui simplifiera 
beaucoup ces équations. En effet, en général, si b est très Pau on 
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peut faire 


INT Ho) = J’(b) =D 
Q(b)—loge, Q()—=7  Q(b)—=— 7: 


D'après cela, les deux équations (C), (D) donnent les deux sui- 
vantes : 


(1) M0, 


(ë) Ce meer 


Les deux équations (A) et (B) deviennent 


MR D Pit ener  Pic ni Je nu à 
(k) N ue + L,=— C'logpa + ee ere 
O2 2 2 l/ 
(L) NÉ Que NE Ge 
2 (©.4 9) 2 [42 


Dans l’équation (4) remplaçons C par sa valeur (ct), et L, par sa 
valeur (E), nous obtiendrons 


| À — jp h ©. I 
"| EE £ P Var 
CRETE DE 2p?c? logpa 
Orona 
> k 
N(g—p)=Nm—"; 
donc 
ka h © 


C' 


— pelogpa 2p?c(log pa) 
D'autre part, d’après l'expression (F), où M est nul, on a 


1% (2,4 
— RETIRE 
p’clog pa 


ln 
D 
— 


Ces deux expressions de C’ coïncident si #— 1, ce qui entraine 
h— o. Ainsi la supposition que ga et ga soient très petits n’est pos- 
sible que si # est égal à 1; ce qui, d’une manière générale, est l’hypo- 
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thèse la plus simple; car alors la fonction W considérée au n° 1 du 
Chapitre VIII disparait. 


En remplaçant aussi C et L, dans l'équation (/), on obtient 


_2p?. j 
TTC 
(OAU 
(3) L —- 


27xq° a? c? log pa 


Enfin, nous aurons 


(4) L; == 9 £ 2 Z 0 
274p°a?c?l0g pa 
(3) C — Ne o4 
27rxp?a?c?log pa P° 


Les formules (r), (2), (3), (4), (5)'déterminent les 
mais elles renferment une quantité inconnue «, qu’il reste encore à 
trouver. 

Les quantités ga et ga ont été supposées très petites; il faudra donc 
examiner si ces quantités le sont effectivement dans les cas où nous 
appliquerons Les formules précédentes. 


11. Composantes du courant. — On à, pour la composante # du cou- 
rant suivant l’axe des z, 


fR \ 
A (7 : do ù a) 


das da dt 
En remplaçant ©, 0, 5 par leurs valeurs, on obtient 
aT 
œm— —x[(1—aN)J(gR) + LaJ(gR)] > 


ct dT 
… EE TR) = Lee (9R) | SE _ 


ou, en supposant gR et gR très petits, 


a o4 2) : dy. 
AE le ap? a) 
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On a ensuite, pour la composante v du courant suivant le rayon 


do dO dP à 
se A à 
ri (T LRO nl me Les (gR) — LxaJ a) 


ou, en supposant gR et gR très petits, 


Mat fe I T 
= ele ælogpa) 


Fil télegraphique sous-marin. 


12. Dans les calculs précédents sur le mouvement de l'électricité 
dans un fil télégraphique, nous avons vu (n° 10) qu'il reste encore à 
déterminer une quantité «& qui entre dans une exponentielle relative au 
temps. Or cette détermination se fait d’une manière plus facile pour les 
fils sous-marins que pour les fils aériens, et, pour cette raison, nous 
commencerons par nous occuper des premiers. 

Dans les lignes sous-marines, le fil conducteur est toujours en cuivre; 
il ne subit donc pas de magnétisation sensible. Il est recouvert d’une 
enveloppe isolante de gutta-percha ou de caoutchouc, et l’épaisseur de 
cette enveloppe doit être assez grande pour qu'il ne se produise pas de 
perte d'électricité sur la ligne télégraphique. 

Nous devrons faire subir une légère modification aux équations des 
numéros précédents, parce que la substance isolatrice renfermera de 
l'électricité de polarisation. Désignons par w le potentiel de cette élec- 
tricité à l’intérieur du fil : nous aurons 


(1) Aw — 0 


et, en faisant À — 1, £ — o, selon ce que nous avons vu (n° 10), les 
équations (1) du n° 1 seront remplacées par 


A$ = rx (2 = ae a 


(2) Gage ve lg Ge. di 


et nous aurons encore l'équation 


df  dG rs 50 1 do 


2 de dy CNE rt 
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Les expressions de ®, o’, 0, 0’ resteront les mêmes que précédemment. 
La fonction w sera de la forme 


w—EJ(pR)T, 


et, en posant w — w,e“, nous trouvons que l’expression désignée par 7, 
devient 


T—=—No— Do 


IL en résulte que le seul changement à faire aux expressions de $ et P 
doit consister à remplacer C par CE, et que les valeurs de 5' et P’ 
restent 

ar p= a T. 


9 —C'logpR > in 


Donc enfin, dans les équations (A), (B), (C), (D) desn®#6et7,ilny 
aura à changer que C en C + E. 


13. Le raisonnement qui a servi à établir l'équation 


ne subit aucun changement. On en conclut les cinq équations sui- 
vantes : 


= : à ) L,—LT, M0; 
(4) 2mxq? ac? log pa DÈ 
on 
a LG N° Ter a LE 
Pnu = p? “2 Ce p°c’log pa 


On peut encore obtenir la première de ces formules en se servant 
d’une remarque faite (Chap. VIII, n° 13) et, en égalant entre elles deux 
expressions de p, la densité de la couche électrique qui se trouve à la 
surface du fil. D’après la formule de l'électrostatique, on à 


: Res “) T 
(a) PT {mac be 2 


d LA x A 
D'autre part, est égal à la valeur de v, composante normale du 
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courant prise à la surface, et l’on obtient ainsi 


d nn Le _ Lta)T 


AIT Cr 
où 
24 # : 
ee ee a “Lgra) di 


en égalant ces deux valeurs de p, on obtient l'expression de L. 
On obtient encore, pour les composantes du courant, 


bed 2 dT 

E LT c? 5 a p° log pa) dz ? 

SE aR /2° AL T. 
ATECAR D a? log pa 


14. Désignons par n le coefficient d’induction du diélectrique (Théo- 
rie du potentiel, t. II, Chap. IE, n° 10). Si l’on désigne par V le poten- 
tiel total à l’intérieur du diélectrique, par V, sa valeur pour R= a 
correspondant à sa surface intérieure, et par V, sa valeur pour R = à 
correspondant à sa surface extérieure, nous obtiendrons, d’après le 
caleul du n° 16 du Chapitre cité, pour les densités p et p, sur les sur- 
faces intérieure et extérieure, 


V, —=V, V,—V 
1 2 Pi =" 2 de 


PER b b 

kralog” Arblog= 

Dans le problème actuel, le potentiel total est représenté par 6 +0 +w 
et il doit être nul pour R — à. On a done, pour la densité à la surface 
R—", 


Rs 740 
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D'ailleurs, nous avons pour p l’expression (5) ou, très approxi mative- 
ment, 

as el 

_ Axac? log pa 


P 


En égalant ces deux valeurs de », nous obtenons 


b 
: log 


Cr ER 
nc? log pa 

Désignons par K la capacité du fil par unité de longueur, c’est-à-dire 
la quantité d'électricité que posséderait cette unité de longueur pour 
un potentiel égal à l'unité; K est égal à 27a multiplié par la densité 
relative au potentiel 1. Donc, d’après ce qui précède, on a 


(a) Rte 
$ 108 2 
à (42 


et la valeur de C + E peut s’écrire 


I 


CA 2Kc?log pa 


45. Nous avons une autre expression de C + E renfermée dans les 
formules (4), 


Dong uNs F cu % 


P° | anxp’a?c? log pa 


{TX c? 


En égalant ces deux expressions de C + E, nous obtenons l'équation 


L D HR 
CHU a A M AE CPS 
F LE log pa E) 2K log pa 
ou, en supprimant un terme négligeable, 


1 DÉSURe 
27xa>1l0g pa FR SR logpa 


2 


On en tire 


2 


/ I p° 
Er ï ÉouE £ — = 
 Gnra logpa \ 167? x’a*(logpa)}? 2Klogpa 
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Comme log pa est négatif, si ces deux racines sont réelles, elles sont 
négatives et la plus petite a pour grandeur 


ï 2 TX a? p°? 


(B) 


K Fe V: SR log pa 


Si, de plus, le second terme de la quantité située sous le radical peut 
être considéré comme très petit par rapport à l’unité, cette racine se 
réduira à très peu près à 


Tax)? 


(3) | TE 


L'autre racine qu’on déduit de la formule (6) par le changement du 
signe du radical sera excessivement grande par rapport à la première; 
elle correspondra à un mouvement qui s’éteindra incomparablement 
plus vite que celui qui est donné par la première racine, et ce mouve- 
ment peut être négligé. | 


16. Il s’agit maintenant d'examiner si dans les applications les ra- 
eines « seront effectivement réelles et si la quantité 


8p?r?x a" log pa 
K 


pourra être considérée comme très petite par rapport à l'unité. On 
voit immédiatement que, le cuivre pur étant le métal le meilleur con- 
ducteur de l'électricité parmi les métaux usuels, c’est celui pour lequel 
cette condition sera le moins facile à remplir. On y satisferait, par 
exemple, beaucoup mieux pour un fil de laiton, dans lequel la conduc- 
tibilité spécifique x est environ cinq fois plus petite que dans le cuivre 
pur. 

Comme exemple, prenons, pour un fil de cuivre recouvert de gutta- 
percha, les données suivantes : 


Rayon a — 12", Longueur / — 1000 kilom., 


a — 292: 
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Dans le système d'unités électromagnétiques C.G.S. (Chap. VII, 
n° 10), on aura 


L 


A0, 1h lo 00 10 — 710 = 5 
1692 


Suivant FI. Jenkin, le coefficient d’induction n de la gutta-percha est 
égal à 4,2; doncon a 


dans le système d’unités adopté, et d’après la formule (x) 


ro D 1700 


more gi ce 


On verra ci-dessous que le nombre p, qui s’obtient d’après des condi- 


: o À ÉALS AT , 
tions relatives aux extrémités du fil, est de la forme Ton étant un 


quelconque des nombres 1, 2, 3, ..… 
Examinons ensuite la quantité 


22 y2 44 8 k.,2 % 
Nue nee l08pa _ = D x log pa. 


Faisant c — 31.10°, on obtient ce nombre 


ST xAN A: 
De K  —0,00140h. 


La quantité log pa prend les valeurs suivantes : 


Ta —9—+0,49719 REA 58 
ee OO NE Tee 
2 
log — — 18,89, 10g = = —18,48, log 172 —— 18,19, 
ù 6Ta Ta 
DE —17,97, log 17,70, log — 17,65, 
et le nombre N pour les valeurs de r égales à 1, 2, 5, ... a pour 
valeur 


N,—=—0,0274, N,——06,1008, N:—0,23020, N,—— 0,402, 


N, = — 0,6289, N;,——0,8966, N;——1,2099. 
34 
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Ainsi les racines @ sont réelles depuis » — 1 jusqu’à à = 6, etelles 
sont imaginaires à partir de » = 7. On trouve ensuite pour le déno- 
minateur du second facteur de (B) les valeurs suivantes, correspondant 
DL, DL O0 


1,0862, 1,9496,. L,8798,. 17730) 1,6092, 1,3219, 


tandis que l’on passe de (B) à (y) en faisant ce dénominateur égal à 2. 
L'approximation n’est assez grande que pour ses trois premières va- 
leurs. 

Toutefois remarquons que, lorsqu'on lance un courant dans un fil 
sous-marin, l'intensité du courant dans le fil est donnée par la somme 
de plusieurs termes contenant l’exponentielle e*, où « a les valeurs 
qui correspondent à n = 1, 2, 5, ..., et, comme ces exponentielles dé- 
croissent d’une manière extrêmement rapide, il en résulte que, après 
un temps très petit par rapport à la durée sensible de l'état variable, 
on pourra réduire à 2 le dénominateur des racines «, sans changer sen- 
siblement la valeur de l'intensité du courant. 

Si le fil était en laiton, en conservant les mêmes dimensions, le 
nombre N devrait être divisé par 25 environ et l'emploi de la for- 
mule (y), pour représenter les racines «, pourrait être tout à fait 
admis. 


On obtient, pour les valeurs de « qui correspondent aux valeurs 
D T5 Dole d00 (Où 


Di 0207, Co 7001 43 —— 88,299, ot, — —166,13, 


as —— 289,97, Xe—— 201,08. 


17. Occupons-nous ensuite du mouvement de l'électricité à l’inté- 
rieur du fil télégraphique dans les conditions où 1l a coutume de se 
produire. Supposons donc que l'extrémité du fil (: —o) soit mise 
brusquement au potentiel À et maintenue à ce potentiel constant par sa 
communication avec une pile. L'autre extrémité du fil (z = L) est en 
communication avec la Terre et se trouve au potentiel zéro. Alors le fil 
sera traversé par des courants variables qui tendront rapidement vers 
l’état permanent. Examinons cet état variable. 


Désignons par &, la racine & correspondant au nombre entier ». La 
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fonetion continue de 4 
= > 5 D . AnTZ 
—,— — — > Sinne 
TT D l 


l 


n=1 


s’annule pour: — o, quel que soit z: donc la dérivée par rapport à z de 
cette fonction s’annule aussi pour 4 — o ou encore la limite de la série 


: NnTS 
TS an ent COS ——» 


quand 4 tend vers zéro, est nulle. De plus, la dérivée par rapport à z 
de cette dernière expression s’annule pour z = o et z — 
Or les termes de # renferment en facteur 


aT 
Pise (H, cospz — H, sin pz)et, 


et æ doit satisfaire aux conditions suivantes : il s’annule pour 4 — 0, 
. . , On Ax , 
quel que soit z; il se réduit à 7 Pour é =; enfin on a 


dw 
dz 


ù 
I 
= 


0 pour Z—0 et 


Il en résulte que # peut être mis sous cette forme 


xAÀ 2%xA nT= 
(a) DE DCE Jen Ce 
LOEN 
et l'intensité du courant pour toute la section du fil sera ta?w. On voit 
aussi très facilement que si, après que le courant est devenu permanent, 
on supprime le contact avec la pile, la composante æ du courant sera 


donnée par la formule 


Nous avons, pour Le terme simple de æ (n° 13), 


An 
M — 


2 
À ——————— | pH, cos pz et, 
7 le (: a? p? el : 
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ou, en négligeant une partie très petite par rapport à celle que nous 
conservons, 
Xn 
gp = — "1H, cos pz ef; 
arcaplogpa ” P 7 
cette expression doit représenter Le terme général de (a); en exprimant 
cette égalité, on obtient 
AT?AÀ a?c?x nlogpa 
P n 


H,— 


Si l’on adoptait l’expression (+) du n° 45 pour les racines &,, la for- 
mule (a) s’accorderait entièrement avec celle qui a été admise par 
W. Thomson pour représenter le mouvement longitudinal de l'élec- 
tricité à l’intérieur d’un fil télégraphique sous-marin. 


18. Pour avoir la composante transversale du courant, nous COnSI- 
dérons d’abord la solution simple (n° 13) 
a R L a R 


v = — - P== : H, sin pz ent 
krc? a? log pa hnc’a?logpa ” P 


et, en remplaçant H, par sa valeur, 


TÂx 


2 


D nR sin pz et, 


Nous aurons ensuite, pour la valeur complète de v, 


co 


TAxX à NT 
UE R > n sin — ent, 


NE 


n =1 


quantité qui peut être considérée comme nulle, à cause de la petitesse 
du coefficient et à cause de celle de la série. 

On calculera aussi facilement les composantes de la force magné- 
tique exercée par le courant sur un point extérieur. On emploiera les 
formules 


EE ds dj" he dÿ" ds r, 
TIRE ee dar RS 
et l’on trouvera 
Xx—p} =, 
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en posant 


ou 
D——27aw, 


et, en remplaçant ® dans X, Y, on obtiendrait des formules iden- 
tiques à celles qu’on avait trouvées pour le mouvement permanent. 


19. Le mouvement de l'électricité sera considéré comme arrivé à 
l'état permanent dès que, avec des instruments donnés, on ne pourra 
plus constater la variabilité de ce mouvement. Si nous remarquons que, 
vers la fin de cet état variable, la série qui entre dans w peut être ré- 
duite à son premier terme à cause du décroissement rapide des expo- 
nentielles, nous reconnaissons que la durée sensible T de cet état va- 
riable sera donnée par l'équation 


4 T —— 6, 


6 étant une quantité constante pour des instruments donnés. La valeur 
de &, est toujours représentée d’une manière très approchée par l’ex- 
pression (y) du n° 15, en sorte qu’on peut poser 


T°dad?% RE K /2° 


AMEN Re a 2/0 
1 K Z marsP 


Ainsi TL est proportionnel à /, ce qui est conforme aux expériences 
de Varley et de Jenkin; T est aussi proportionnel au coefficient d’in- 
duction K de l’isolateur et en raison inverse de la section et de la con- 
ductibilité spécifique du métal. 

D'après les formules qui ont été obtenues, on ne peut dire que l’élec- 
tricité ait une vitesse déterminée dans le fil télégraphique. Cette vitesse, 
en effet, serait la longueur de ce fil divisée par le temps de la trans- 
mission de l'électricité d’une station à l’autre, aussitôt après qu'on a 
établi le contact à la première. Or ce temps n’a pas une valeur déter- 
minée. En effet, la formule de l'intensité du courant pour z — l'est 


4 co 


a ; 


n=1 
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et, quelque petitque soitletemps #, pourvu qu'ilnesoit pas nul, [auraune 
valeur différente de zéro; cette valeur sera d’abord insensible pour tous 
les instruments; elle sera reconnue d’autant plus tôt que les instru- 
ments seront plus délicats. Enfin l'intensité paraîtra ne plus subir de 
changement, quand £ aura obtenu la valeur T déterminée ci-dessus. 


Fil teléesraplique aérien. 


20. Après la théorie exposée dans les onze premiers numéros de ce 
Chapitre, toute la difficulté de la recherche du mouvement de l’élec- 
tricité dans un fil aérien se réduit à déterminer la quantité & qui entre 
dans l’exponentielle relative au temps. 

D'après ce que nous avons admis en général pour un conducteur tra- 
versé par des courants, le potentiel de l’électricité située à l’intérieur 
du fil et à sa surface est nul à l’extérieur; mais, en considérant ce. 
principe comme admissible en général, s’il est suscepüble de quelque 
perturbation ordinairement insensible, on peut craindre que, dans un 
corps dont une dimension est énorme par rapport aux deux autres, 
cette perturbation joue un rôle qui ne soit plus négligeable. 

Admettons néanmoins que le potentiel extérieur est nul, et posons 


en conséquence 
DOI oO: 


En remplaçant o’ et 0’ par leurs valeurs (n° 3 et 5), nous obtenons 


J(ga) J'(pa) & 


em 10) 


Q(pa)  Q'(pa) 


La quantité pa est certainement très petite; mais, comme les suppo- 
sitions que ga et ga soient aussi très petits simplifient beaucoup les 
formules, essayons de les faire, et cette équation deviendra 


2 
LR ET MENT 
2 n2 
a? p° log pa 


(B) C+ 


Remplaçons C par la valeur du n° 10, calculée d’après ces suppositions, 
et nous avons 


L P? DFE 
PE Œ + DC —- —— —0o 
CG a? log pa Ë) Î a? log pa 2 
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et, en supprimant des termes négligeables devant ceux qui sont con- 
servés, nous obtenons enfin 


1 DC RUE 
2nxa2l08 pa  gloepa — 
rx a? log pa «log pa 


On en tire 


I I DICE 
D — Te ED ; 
hnx a? log pa 167 x a'(logpa)?  a?logpa 


or on reconnait facilement que, sous Île radical, le premier terme est 
très petit par rapport au second, en sorte qu'on peut réduire les ra- 
cines & à 
Gien SN eur EVE à, 
en posant 
— I — 2C° 
4Txa? log pa” STE \ a logpa 


D'après ces formules, on trouve 


9 2 


a” cl 


Oo" 
e] 


HE log pa” 
qui est en général assez petit; mais on aurait 
qg? = 4Txa + p° 


ou, en négligeant le second terme, 


272 


(4 


4 


9 EN 
— TxE a? E Rx, a — 1, 


dont la partie imaginaire est très grande. Donc les approximations que 
nous avons employées ne sont pas admissibles, et il faut procéder au- 
trement. 


21. Essayons donc maintenant de reprendre les calculs en supposant 
ga tres petit et ga très grand. 
Pour intégrer l'équation 
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quand rest très grand, nous poserons 
DEC 


et nous développerons T suivant les puissances descendantes de 7; 
nous aurons ainsi la formule | 


/ 


e’ J I 1 ] 
= (riens) 
r 8 r à 9 à 


que nous réduirons à son premier terme. La même équation est aussi 
satisfaite par l'expression 


En prenant 


nous avons, pour les équations (C) et (D) du n°7, 


PU EN ae Cine a SU 
=Ng’a 0? RC 
EN EN sc 
Ng A CP + Lg Frou 
et nous en tirerons 
0 
(c) 2M——Lqg?a?es, 
EN 
(d) — Ng*a— = Cp'a+ Lg a*ett —0. 


Nous avons ensuite, pour les deux équations (A) et (B) [n° 6], 


qa 
(a) DNS EC lobe 
: a og pa 


e1a (Ci 


Vaa 4 


(b) — =Ng'a— — Cp'a+ Lig 
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Nous avons encore l’équation (E) ou 


L, = LT 
FF 
(n° 8), et l'on tire de (d) 
RÉMeLu c, ON 
P°Vqa  P 


Substituons ces valeurs dans (a), et nous trouverons 
o/ NE 0) Es (04 mn 

p°log pa  p?c? log pa 
D'après l'équation (F) du n° 8,ona 


œ 


(61) WT — 
p?c? log pa 


(9 


Remplaçons C, C’ et L, dans (b), et nous aurons 


ae 14 


= — 
° cVqa log pa 


puis 


ne CU N£°a 
_ pce?galogpa P 


D’après (/), M est nul; il faut done, pour que ce calcul soit admis- 
sible, que l'expression (c) soit assez petite pour être regardée comme 
nulle. Or on à g? = 4Txz; « sera trouvé imaginaire et q renfermera 
une quantité réelle très grande qu'il faudra choisir négative, en sorte 
que l'expression (c) soit effectivement très petite par le facteur e”. 


99, Pour obtenir maintenant l'équation en &, appliquons l'équa- 


tion (5) ou 


Cp? + ue — 0; 


ælogpa 
en remplaçant C par la valeur précédente, nous obtiendrons 


a? Ge à 
cgalogpa  c Pre a? log pa 
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et, en supprimant deux termes négligeables, 


: 9 

: D? DE 

œ? +- 2 c : = 0); 
TX a” 


, x - D - 
En ayant égard à la petitesse de ri on obtient 
# T2 


HE EEE SR 0 
avec 
AR re en 
TA a V— log pa 
Vérifions que, d’après cette valeur de &, g°a* est très petit et g° a° tres 
grand. Nous avons, d’une manière très approchée, 


EXC ARENC 


De 


Î 
1 
| 
| 
| 


2 


quantité en général suffisamment petite; nous avons de même 
qg? = 4Taa —=— nr Æ ATXE LV = re 


dont la partie imaginaire est très grande ct la partie réelle très petite, 
et la quantité g a sa partie réelle très grande aussi bien que sa partie 
imaginaire. 

Nous avons, pour la densité de la simple couche située à la surface 


du fil, 
Sanson) 
P— re dR 


pour R — a, 


et, en remplaçant & et 0 par un terme simple, nous avons 


d(p#6) — ï O2 2 pat 9 ; FEES 
FETR ST = : (8 nu Cp )aT or FE ne)" =" 0: 


Il en résulte qu’il n’y a pas de couche simple d'électricité à la surface 
du fil et qu'il ne s’y trouve qu’une double couche. 


23. Expressions du potentiel et de l'intensité du courant. — On a 
trouvé (n° 11) comme solution simple, pour la composante du courant 
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suivant l’axe du fil 
1e 1 Ah 


el nous avons, pour l'intensité du courant total correspondant, 


Ion wR dR 
0 


: ; aT 
= EE —orle f 1 a | de 


Calculons l'intégrale renfermée dans cette expression. La fonction 
J(qR) satisfait à l'équation différentielle 


ou 


BJGR) , dE) 


2T à 
ee oc mosc L90 
ou “a 
fe CRC 
Æ [2° dR |=eR GR) 
On entire 


ee dE) dJ(qR)] 
ef T(R)R dR = | R A |: LR HE | 


Quand gR est très petit, on a 


2R?2 : dJ(4R 
TR) = + Le par suite E . | =0; 


quand gR est très grand, on a 


er dJ(qR) : pie 
VaR ch VIR 


J(qR) = 


par suite 


Poe 
et l’on a, pour l'intégrale cherchée, 


1 FCZRIR dR = = ga ete. 
0 
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Ainsi, l'expression de I devient 


27 C 


Et Le —- 2 Lux Vqaert)a 9e 


et, en remplaçant L, par sa valeur et g° par 4txa, puis négligeant le 
premier terme, qui est très petit par rapport au second, 


Ron un 
… 2p?clogpa dz 


Nous avons ensuite, comme solution simple, pour l'expression du 
potentiel ®, 


= +0=G+OT=(1— 


ce qui peut être réduit à 
2 : 


D — — —— —— 
a? p° log pa 


Il 


Orona 
T = (H sinpz + H cosp z)e?"; 


en exprimant que T s’annule pour z—oetz—=/,ona 


= 0 P= 


où À représente un nombre entier, et, si l’on fait 
H = H, + Hz, 
où £ désigne ÿ— 1, on a 
T = (H;, + H,:)(cose,é + isine;the ‘tsinps. 
Donc, en supprimant la partie imaginaire, on obtient 


2 
_ æp'logpa 


(= (H; cose, { — H,sine,t)e-*sinps. 


24. Formons ensuite la solution générale. La fonction @ doit s’an- 
nuler pour z = / et conserver une valeur constante À pour £ = o. On 


CU 
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a donc 
J . 
(H, cose, té — H, sine, {)ett sin pz 


= 2 
RATER Et Re 
À D rloepe 


Cette fonction doit être nulle pour & = 0; on à donc 


2 
re on D a = Sinps — 0, 


8 


et l’on en conclut 
H=AnTT log pa. 


Revenant à l'expression de [, nous aurons, pour la solution simple, 


End 
(€ +ei)(H, + H,:)cospz et{(cose,/ + csine;t 
cena) 2 )( 1 + El )C P ( 1 TUSs 1 ) 
et, en supprimant la partie imaginaire 
1€ + He) cose,t + (He, — H,e)sine,c]Je* cospz 


É 2 pc? re pu 


Nous avons donc, pour l’expression générale de I 


D —_— 5 Re [(H,e + He,) cose, 4 + (He, — H,e)sine; Je‘ cospz 


es , AX l 
S CU 2TC? 


Cette expression doit être nulle pour { — o; on a donc 
» A x imÿ —— (H,e + He,)e— cos ps — 0, 
log Pa 


a? — 
TC I ARR 


[2] 


quand # tend vers zéro; or la limite de 
4 e 
1+2 > ex"! CoSpz, 


n—=1 
quand c tend vers zéro, est nulle, quel que soit z. Nous avons donc 


JO MORESS (He + He;) = 27 a? 7 
2mcnlogpa 


ar 


F 
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7 
par suite, 


2 


H;e,— nlogpa (int 17° ) 


ou simplement 


LA r?x c2 a 
HAT CA 
IL €, — Jim de log pa. 


On a aussi 


a? 
HE He ART e, logpa, 


en négligeant le second terme, qui est très petit par rapport au pres 
mier. 
Les quantités H, et H, étant calculées, nous pouvons former les 
-expressions générales de & et de I, et nous obtiendrons 
l[— 3  2A L 
DEN = — — et cose;{sinp= 
* l TC n Fe P 


7 
- L y—— 
+ 4 V2 Axca > ZW log pae-tsine,{sinps. 
(1) 


A x A x 
LR Sr 2T AT > et!COSE, É COSPS 


72 
A a I ne 
+ ——— > on —  — Cm ASINE, É-COS p 3. 
le V2 V=—logpa 
0) 


La dernière partie de I peut être négligée, car le rapport du eoeli- 
cient de la seconde série à celui de la première est ———, quantité 
2 V2xac 
extrêmement petite. Mais, dans l’expression de ®, le rapport des coef- 
ficients des deuxième et première séries est l'inverse du premier. 
On peut donc réduire I à l’expression suivante 


A x 
(p) I=ra —(1+ 22e coset cos ps); 
en particulier, pour z — /, on a la formule 


(q) Ina té pie 22(— 1)Me-tt cosesc], 
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dont les termes décroissent extrêmement peu à cause de la petitesse 
de €. Mais ces formules paraissent inadmissibles. En effet, le temps 
qui désigne la période de chacun des cose,4 est si petit et les termes 
des séries (p) et (g) changent de signe si rapidement, que’ces séries 
ne semblent pas correspondre à un phénomène accessible à l’expé- 
rience. Le courant dans le fil, d’après la formule (p}), paraitrait at- 
teindre presque immédiatement sa valeur définitive. MM. Lœwy et 
Stephan, en 1874, dans des expériences nombreuses pour déterminer 
la différence de longitude entre Marseille et Paris, ayant employé un 
fil télégraphique aérien de 4*" d'épaisseur et d’une longueur égale 
à 863!%, ont trouvé 0,024 de seconde pour le retard du signal entre 
ces deux villes. Ce temps serait incomparablement plus petit, d'après 
la formule (g). 


95. Remarquons que la difficulté à admettre la solution précédente 
provient de ce que la racine & obtenue (n° 22) n’est pas réelle, et sur- 
tout de ce que sa partie imaginaire est extrêmement grande. Or, x est 
véritablement fourni par une équation transcendante, que nous avons 
réduite par approximation à une équation du second degré. Il faut donc 
examiner si, en employant une approximation plus grande, on n'ob- 
tiendra pas une racine négative outre les deux racines imaginaires que 
nous avons calculées (n° 22 

Reprenons l'équation qui détermine & 


J(ga) Ga) 
si Q(pa)  Qtpo) 


==0, 


dans laquelle pa est très petit; mais laissons quelconques les gran- 


deurs de ga et ga. Les équations (G) et (D) du n° 7 sont 


; M 
— Ne J'(ga) — = CpJ'(pa) + LgJ'(qga) — 2 


M 
—Ng J(sa)— = Cp? J'(pa) + La J'(ga) == =; 


(4/0 


, Q 12 2 
éliminons M entre ces deux équations, en nous servant de l’équation 
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du second ordre à laquelle satisfait la fonction J, et nous aurons 


—NgJ(ga) — = Cp'J(pa) + Lg?J(ga) = 0; 


d’où nous tirons 


D= er J(qa) — 2 _J(ga). 


2 


D’après un calcul fait au n° 13, en laissant encore ga et ga quel- 


conques, on à 
Fu J(ga) 
_ Anxcaqlog paJ'(qa) 


. 5 ct 
Remplaçons aussi Ng° par =; et nous aurons 
a 


___ gad(qa)J(ga) oc 
7 Anxc’ap’logpaJ'(qga) pc? 


J(ga)- 


Substituons dans l’équation (r), puis divisons par J(ga); nous aurons 
l'équation 

AT agqaJ(qa) d 2e 
log/pa  21c? FT Sr log paJ'(qa) 


(s) 


Telle est l'équation transcendante qui détermine «; la quantité g en 
a disparu et ga a été laissé quelconque. Cette équation est assez dif- 
ficile à discuter, si on laisse arbitraires les quantités /, a, x; néan- 
moins elle ne paraît pas avoir des racines négatives dans les conditions 
ordinaires d’un fil télégraphique. 


26. D’après les expériences de Guillemin, faites en 1860, la durée T 
de l'établissement du courant dans un fil aérien augmente avec sa lon- 
gueur, toutes choses égales d’ailleurs, et varie dans un rapport com- 
pris entre celui des longueurs / et celui de leurs carrés. Depuis cette 
époque, plusieurs physiciens se sont occupés de la propagation de Lé- 
lectricité dans un fil aérien. Hagenbach a résumé les expériences faites 
sur ce sujet (Annalen der Physik, von G. Wiedemann, t. XXIX ; 1886), 
et il a exposé de plus celles qu’il avait entreprises, en 1885, entre 
Bâle et plusieurs autres villes de Suisse. Suivant lui, la durée T varie 
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avec / dans un rapport très analogue à celui de /?; mais il y a lieu de 
penser que la manière dont T varie avec / n’est pas si simple. 

Remarquons que la propagation de l'électricité est beaucoup plus 
rapide dans les fils aériens que dans les fils sous-marins; les expé- 
riences sont, par conséquent, beaucoup plus difficiles pour les premiers 
que pour les seconds. 

Il convient de rechercher si l’on n’obtiendrait pas une propagation 
sensible de l'électricité en tenant compte de certaines influences per- 
turbatrices. 

Les fils aériens sont ordinairement en fer, métal qui s’aimante sous 
l'influence des courants; mais, d’après des calculs que j'ai faits à ce 
sujet, il n’en résulterait pas de modification pour la formule de l’inten- 
sité du courant. 

Remarquons ensuite que, dans cette théorie, j'ai supposé que la 
courbure du fil est partout extrêmement petite (n° L); cette condition 
est toujours remplie dans les fils sous-marins, mais pas toujours dans 
un fil aérien auprès des poteaux qui le soutiennent. 

Mais la perte de l’électricité sur la ligne télégraphique doit avoir une 
influence. Celle qui a lieu par l’air est probablement insensible; au 
contraire, celle qui se produit par les poteaux ne doit pas être négli- 
geable. Si cette influence est prépondérante, comme le degré d’isole- 
ment des fils peut varier beaucoup suivant les lignes télégraphiques, 
les expériences faites sur différentes lignes donneront des résultats peu 
comparables, comme cela paraît avoir lieu effectivement. 

Nous allons done rechercher l'influence du défaut d'isolement des 
poteaux. 


Perte d'électricité par les poteaux. 


97. Nous supposerons que les poteaux qui supportent le fil se sui- 
vent à des distances égales et que la perte d'électricité sur chacun soit 
la même, et, comme la distance de deux poteaux consécutifs est très 
petite par rapport à la longueur totale du fil, Los pourrons, pour ap- 
pliquer le caleul, regarder cette perte comme S effectuant tout Le long 
du fit. 


La perte d'électricité doit être proportionnelle au potentiel total de 
36 
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l'électricité pris à la surface, et, si nous désignons par p la densité de 
l'électricité à la surface, par v la composante du courant suivant le 
rayon, nous aurons 


2 
(æ) dr = Va + B(9at Ga), 
u étant une constante et l'indice a indiquant que les quantités sont 
prises pour R — a. 
D’après le raisonnement qui a servi à établir les équations (d) du 
n° 4 du Chapitre VIII, nous aurons 
di a - a 1 


Q 


M do e do 
dx | dy Hdi D th) (e nd) 


L’équation qui donne © sera aussi modifiée (Chap. VIII, n° 10) et de- 
viendra 


2 0 
(B) nee + Grec CES + rap f Dis Scies 
Posons | 
à d 
(y) e=D+ËE f(o+DE=D+; 


comme Ÿ satisfait à l’équation AŸ — o, l'équation (B) sera remplacée 


par 
d® ù ŒD. 
A + 4nxc? AD — {rx 


et reprendra la forme qu’elle avait précédemment: mais les équations 
qui donnent $, Ç, 5 deviendront 


dæ ® dx t DE 
dd d0 dQ db 
E AC — /, 9, aÿ dy 
(0) n LAS ni dy a) BTx dy’ 
dd do d8 db 

p — c) 
A5 nu - LLe ce 7) F Am SE 


28. Occupons-nous maintenant d’un système de solutions simples 
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et calculons la partie correspondante de la fonction D. Cette partie de 4 
aura à l’intérieur et à l’extérieur les formes suivantes 


U—=DJ(PR)T, 


J(pa) et 
L! ©œ 
Wz= Dre = 108 p PR.T, 


où D désigne une constante. Cette fonction représente le potentiel 
d’une couche superficielle dont la densité est 


= (ra) ET 


a log pa 


mais, d'après la formule (+), cette densité est aussi égale à 
RÉ ie | 
: (otre = (1+ C)T. 


En égalant ces deux expressions et supprimant une partie négli- 
geable, on obtient 
Tac? 
Donc 


(4 


1+ C)logpa, 


et, en remplaçant C par sa valeur, 


C c a? 
=— 3 D D & D ) RTE I 
Snxas pc 108 pa pic 


? 


on trouve 


a log pa — 


= STE ( 
P 


2TX =) 


99. Nous pouvons ensuite compléter les fonctions #, G, 5 trouvées 
(n® 6 et 7) par des fonctions F, G, H satisfaisant aux équations 


AR=0; AE 0) AH 0; 


et les équations : donneront 


(OU! 
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À l'extérieur, nous avons les équations 
AS, A0; AN = ©, 


ASC ER Er do 
APT. ET te fer 


et l’on y satisfera en posant 
12 Gr BE ( Lo Te) 
?— = J(e+e— 


prenant pour ®’ la valeur trouvée précédemment pour g’ et conservant 
les expressions de f, G', 5' trouvées (n° 6 et 7). 
Les expressions de 0 et 0’ seront celles qui ont été données au n°». 
Les expressions de 5, $', P, P’ des n° 6 et 7 deviennent 


C aT hTpa D CAR 
5] NIGER) TG + LIRE — ( p' logpa— ee) De 


D C' ogpRT 
DT Fe RC ! a 1 I 
PE [—Ns3 (gR) = (pR) +LgJ GR ]T2rpa{ lo8pe —")RT, 


19 (le 


I 


L 
30. Essayons maintenant de satisfaire à la surface, ou pour R — a, 
aux conditions 
Gi) 2 c6). 


(e 


PH TRET de GPL 
DEC CGR di 


dR  _dR 


PP? 


Si l’on suppose ga et ga très petits, ces conditions deviennent, en né- 
gligeant des quantités très petites, 


sen Lo je Era ss 2u 
(A) Ne ACt+lL=Clogpa Fi pee DOVE 
Na ee na EC 
(B) N£?a LGPasr Lg'a= 
2 L 9 M 
(C) --Ng?a — Ca +Laa = — ) 
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D 
ee 
(SX 


Nous avons encore les équations obtenues au n°8, 


Les équations (B), (C), (D), (E),(F) sont exactement celles que nous 
avons obtenues précédemment; leur résolution donne donc les valeurs 
de M, C, C’, L, L, obtenues au n° 10; mais alors on ne pourra plus sa- 
üisfaire à l’équation (A). 

La suppression de l’équation (A) indique que $ ne varie pas d’une 
manière continue à travers la surface du fil; comme on a 


5= f Tar, 


il en résulte que, à la surface du fil, il y aura deux couches de courant 
qui se mouvront parallèlement à la surface du fil et en sens contraire. 


31. Pour obtenir l'équation en x, posons encore 


op! = 0! — O,! 
nous aurons ne 
J(ga) D UUquE, 
logpa log pa 2 
ou 
GENRES ATua J } L. 2p Das 
DE Ste ( p° hnxc? log pa xap° log pa log pa 


, 


Les termes qui contiennent c° en dénominateur peuvent être négligés, 
et l'équation du second degré se réduit à 


2 


“ ï MR ES : 
#— 5ma logpa  4rpalogpa”’ 


l'autre racine aura une valeur négative extrêmement grande et qui cor- 

. A , 4 2 æ 
respondra à un mouvement qui peut étre regardé comme séteignant 
immédiatement. 
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32. État permanent. — Le courant électrique tend vers un état per- 
manent qu'il faut connaitre pour l’ajouter à la somme des solutions 
simples qui expriment la variabilité du mouvement. Pour cet état, on 
a les équations 


Af = 4e | 2 ) 
(p) | AG — Gr (9 +R) 

A5 — 4x | + 
(g) Ê = ©. 
vo _. Û + D = f(p+ 0€ 


En différentiant les équations (Pp) respectivement par rapport à æ, y, & 
et ajoutant, puis ayant égard aux équations (g) et (r), on obtient 


Ao — o. 
D'après cela, posons 
o—9J(TR)G, 
en faisant 
(s) GE — Lez +ybe T, 


et prenant, par suite, pour 5(TR) une solution de l'équation 


HIS CORRE 
ARR OR nn 
ou 

r2R° 


S(TR) = 1 — F 


Nous avons ensuite, en supposant ta très petit, 


r I 


== pren EC lIUE 
En appliquant l'équation 
D'+ 0— 0, 
nous obtenons 
DT PL ee 


logra 
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Les dérivées de 0 et 0’ par rapport à R doivent étre égales pour R — a, 
et l’on en conclut 
2 


DR) GC: 


ar? logra 


Nous pouvons maintenant calculer les composantes longitudinale et 
transversale du courant; elles sont 


nd) { > dë 
& Re sabre) DE 
do) ee 2 : te 
di À | nn Gr: 


Puis l'équation (x) du n° 27 nous fournit la condition à la surface 


Va ppt 0) == 0, 
qui donne 


Cette relation entre + et w permettra de calculer une de ces quantités 
si l’on connaît l’autre. D’après le raisonnement du n° 27, x est indé- 
pendant de la longueur / du fil; done, d’après cette formule, = l’est 
aussi. 

Le potentiel o + 0 doit s’'annuler pour l'extrémité 3 — / du fil; donc 
& est le produit d’une constante par 


sinh[Tr({—3:)]; 


o +0 doit de plus se réduire au potentiel donné À pour z=o; on en 


conclut 
sinh[r(/—z)] 


sinh(r{) 


D 6 — AÀ 


re cosh[r({—32)] 


HUE sinh(tl) 


33. Supposons, par exemple, que, le courant étant devenu perma- 
nent, son intensité au point d'arrivée soit les ;; de son Intensité au 
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point de départ; nous aurons 


LR PERAO 
cosh(t/) ro 


2 
et 1l en résulte 
rl= 0,4669. 


Si nous nous donnons encore la longueur / du fil égale à 400%" et son 
rayon égal à 2°°, nous aurons 


Phone, DE=A0,2; 
par suite 
107 … 2334 
ou M ce 


Prenons pour la conductibilité spécifique du fer du fil x — one et 
nous aurons 
1465 


102* 


34. Solution générale. — En ajoutant la solution du mouvement 
permanent à la somme des solutions simples relatives au mouvement 
variable, nous obtiendrons la formule suivante pour la composante 
du courant 


re She) . TT NE 
ÿ — AT SEC) +Ÿ B, cos TRE 


n =0 


les coefficients B, devant être déterminés de manière que # s’annule 

pour é — o; les quantités «, ont la valeur trouvée au n° 31, et, si l’on 
] HIGIEE Di 

y remplace pu par — —;> on obtient 


Un =— à an Ës 
* onxalogpa  2rxarlogpa 


quantité négative, puisque log pa est négatif. 
D’après cela, on a 


cosh[r(/— z)|] DT? ES n2? re : 
VI) A = NT FR ATE ui 
à | sinh(r{) si l ADR cos j e | 


n=1 
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La série n'a pas une valeur déterminée pour & — 0; mais elle tend 
vers une valeur déterminée quand + tend vers zéro, de sorte que w, 
étant regardé comme une fonction continue de 4, est nul, d’après la for- 
mule précédente, pour 4 — 0. 

39. La quantité log pa, dans laquelle p est égal à > varie peu d'un 
terme au suivant. D'autre part, si l’on considère plusieurs fils qui ne 


diffèrent que par la longueur et pour lesquels les rapports des lon- 


. TA A , 
gueurs ne soient pas trop grands, log— pourra être regardé sans 


x l 
grande erreur comme le même pour tous les fils, parce que = est un 


nombre extrêmement grand. Nous avons vu aussi que 7 est indépen- 
dant de Z. 

D’après cela, désignons par T le temps après lequel le mouvement 
paraîtra permanent à la station d'arrivée pour un appareil donné; on 


aura 
TT — 


Æ 


+ étant un nombre fixe, si l’on considère comme très petits le deuxième 
terme et les suivants vis-à-vis du premier pour cette valeur de. Ainsi T 
peut s’écrire 


D’après le caleul du n° 33, on voit que +/ sera petit par rapport à 7, 
sans quoi le fil serait certainement mal isolé. Donc T variera à peu près 
proportionnellement à /?, quoique dans un rapport moindre. Nous arri- 
vons ainsi à un résultat très conforme aux expériences. 

La quantité &., introduite au n° 27, doit varier en raison inverse de a 
et, d’après la valeur de , ar est indépendant de a. Donc T dépend très 
peu de la grandeur du rayon. 

La quantité &, a pour valeur 


Caleulons cette quantité dans les conditions indiquées au n° 33, sans 
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choisir toutefois la longueur /. Désignons par log, les logarithmes vul- 
gaires et par M leur module; nous aurons 


929400 M OST 
10 (+ 11672 z) 
ST (loge 1+ log 


A4 le 


Ci 


ou 


CE 


16060 7247 X =) 
_ Jog,/ +o,20o18 (+ E 


Mais le second terme de la parenthèse pourra devenir beaucoup plus 
petit si la perte d'électricité est plus grande que nous ne l’avons sup- 
posé dans cet exemple particulier. 

Suivant Varley, sur une ligne de 640!" convenablement isolée, Pin- 
tensité du courant recu ne doit pas être moindre que les 0,46 de 
l'intensité du courant émis. D’après cela, prenons la longueur du fil 
égale à 640", le rayon a = 2"" et supposons que l'intensité du cou- 
rant à l’arrivée soit les 0,46 de l'intensité au départ; nous aurons 


Reine Fe ___ 2,2062, 
Sn en 00 DUB 20e D — 


Considérons ensuite un fil semblable au précédent, isolé de la même 
manière, mais de longueur / quelconque. Désignons par /’ la longueur 
du fil précédent; nous aurons, pour la quantité «,, 


dE 

E } 
Alors la proportionnalité de T à Æ ne pourra être admise approximati= 
vement que pour des valeurs de / notablement plus petites que /. 


16060 
log, / + 0,2018 


CA —=E 


(: + 4,9503 


Théorie de Kirchhof. 


36. Kirchhoff a publié, en 1857, deux Mémoires sur la propagation 
de l'électricité dans un fil télégraphique aérien, qui méritent d'autant 
plus d’être cités qu’ils sont le premier essai qui ait été fait pour ré- 
soudre ce problème (Mémoires de Kirchhoff, p.131 et 154). 
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Suivant Kirchhoff, le fil est recouvert d’une simple couche d’électri- 
cité. Appliquons les formules des n° 1 à 10 en supprimant la double 
couche que nous avons admise. Le potentiel 0 de la double couche est 
donc nul et l’on doit faire C — o (n° 5); cette condition déterminera &. 

En supposant ga et ga très petits, on a donc (n°10) 


es 64 N 0? 
L = PRES TEGNEERET = X —0O; 
krza?p?c°? log pa P° 
en remplaçant 
œ I D 
Normes Pa 
5 e> Anxc° À de 


et négligeant un terme tres petit, on obtient l'équation 


I 


— —————— x — pc? — 0. 
2rxa° log pa P 


Bien que les formules de Kirchhoff ne soient pas complètement d'ac- 
cord avec les miennes, il trouve une équation en & qui ne diffère de la 


nT A 


l 
mais, si l’on procède convenablement aux approximations, c'est bien 
log pa que l’on doit trouver dans cette équation. 

La partie réelle des racines « est très petite par rapport au coefficient 


, Là LU 0 T À 
précédente qu’en ce que logpa ou log est remplacé par log —; 


de ÿ—7, et on peut les écrire 


I 


CU en EN = — € EE PCV—I 
T4 a log pa 1 V 1 V 2 


e étant positif. 
On a, pour un terme simple de la composante æ du courant (n° 11), 


ni 0 


= H cos pze, 
2ncaplogpa 


(14 


où H a une valeur imaginaire, et, en réduisant ww à sa partie réelle, on 
peut le mettre sous cette forme 


(a) w — e€t(C cospct + D sinpct) cos ps, 
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où C et D sont deux constantes réelles. Or on a 


sin pct sinps—#+Àsinp(s + ct) —+sinp(s — ct); 


il en résulte que l’expression (a) indique un mouvement de l’électri- 
cité qui se propage en deux ondes de sens contraire avec la vitesse c, 
qui est celle.de la lumière. 


Dans les calculs de Kirchhoff, log pa étant remplacé par log TT cne 
varie pas d’un terme de # à l’autre; tous les termes de la partie va- 
riable de l'expression générale de # sont donc multipliés par la même 
exponentielle e ‘, et il en résulte que les séries renfermées dans l’ex- 
pression générale de w peuvent être sommées facilement; mais l’expo- 
nentielle e°’ doit réellement varier d’un terme à l’autre, et il s'ensuit 
que le mouvement tendrait beaucoup plus rapidement vers l’état per- 
manent que ne l'indique la solution de Kirchhoff. 

Mais, soit qu'on adopte la théorie de Kirchhoff ou cette théorie mo- 
difiée comme je viens de l'indiquer, on obtient des résultats en oppo- 
sition avec les expériences. 


FIN. 
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ERRATA. 


Page 33, 11° et 12° ligne en montant. Changer quatre fois la lettre V en P. 

Page 55, dernière ligne. Ce plan est naturellement nommé plan directeur. Toutefois, Ampère 
appelle plan directeur un plan perpendiculaire à la directrice (Voir Memorres de la Societe 
française de Physique, t. WT, p. 37). 

Page 82. Oter le signe — dans la formule (B). 

Page 83. Oter le signe — dans la formule (C). 

Page 193, ligne 12 en montant. Mettre le facteur c? en avant de l'intégrale. 
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